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❆❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s

❆❈❙ ✭❆✈❡r❛❣❡✮ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❈r♦ss✲❙❡❝t✐♦♥

❆❉▼ ❆❝♦✉st✐❝ ❉✐✛✉s✐♦♥ ▼♦❞❡❧

❆❊ ✭❆✈❡r❛❣❡✮ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❊✣❝✐❡♥❝②

❇❈ ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥❞✐t✐♦♥

❈❖❱ ❈♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ❱❛r✐❛t✐♦♥

❉❉▼ ❉✉❛❧ ❉♦♠❛✐♥ ▼♦❞❡❧

❉❖❋ ❉❡❣r❡❡s ♦❢ ❋r❡❡❞♦♠

❊❈ ✭❊♥❡r❣②✮ ❊①❝❤❛♥❣❡ ❈♦❡✣❝✐❡♥t

❊❉▼ ❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❉✐✛✉s✐♦♥ ▼♦❞❡❧

❊❊❇❈ ❊♥❡r❣② ❊①❝❤❛♥❣❡ ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥❞✐t✐♦♥

❊▼ ❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝

❋❈❇❈ ❋❧✉① ❈♦♥t✐♥✉✐t② ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥❞✐t✐♦♥

❋❊ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t

❋❊▼ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞

▼❋P ▼❡❛♥✲❋r❡❡✲P❛t❤

❖❉❊ ❖r❞✐♥❛r② ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥

P❉❊ P❛rt✐❛❧ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥

P❉❋ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❉❡♥s✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥

P❲❇ P♦✇❡r ❇❛❧❛♥❝❡

❙❉▼ ❙✐♥❣❧❡ ❉♦♠❛✐♥ ▼♦❞❡❧

❚❈❙ ✭❆✈❡r❛❣❡✮ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❈r♦ss✲❙❡❝t✐♦♥

❚❊ ✭❆✈❡r❛❣❡✮ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❊✣❝✐❡♥❝②
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❙②♠❜♦❧s

❙②♠❜♦❧ ❯♥✐t ❱❛r✐❛❜❧❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥

w(r, t) ❏♠−3 ✇ ❆✈❡r❛❣❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✐♥ ❝❛✈✐t②

D(r) ♠2 s−1 ❉ ❉✐✛✉s✐✈✐t② ✭❉✐✛✉s✐♦♥ ❈♦❡✣❝✐❡♥t✮

ΛV s−1 ✈♦❧▲♦ss❘❛t❡ ❱♦❧✉♠❡tr✐❝ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❧♦ss r❛t❡

p(r, t) ❲♠−3 ✈♦❧❙r❝❉❡♥s✐t② ❱♦❧✉♠❡tr✐❝ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② s♦✉r❝❡

c0 ♠s−1 ❝✵ ❙♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t ✐♥ ❢r❡❡✲s♣❛❝❡

λ ♠ ▼❋P ▼❡❛♥ ❢r❡❡ ♣❛t❤

J(r, t) ❲♠−2 ❏①✱ ❏②✱ ❏③ ❋✐❝❦✐❛♥ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✢✉①

V ♠3 ❝❛✈✐t②❱♦❧✉♠❡ ❉♦♠❛✐♥ ✈♦❧✉♠❡

S ♠2 ❝❛✈✐t②❆r❡❛ ❉♦♠❛✐♥ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛

κ ✲ s♣❡❝✉❧❛r✐t② ❊♠♣✐r✐❝❛❧ s♣❡❝✉❧❛r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ❢♦r ❞✐✛✉s✐✈✐t②

h(r) ♠s−1 ❊❈ ❊♥❡r❣② ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ❞♦♠❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②

α(r) ✲ ❆❊ ❆✈❡r❛❣❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❞♦♠❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②

n̂ ✲ ✲ ❖✉t✇❛r❞ ✉♥✐t ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r ❢♦r ❞♦♠❛✐♥

λw ♠ ✇❛❧❧▼❋P ▼❡❛♥ ❢r❡❡ ♣❛t❤ ❢♦r ✇❛❧❧ s❝❛tt❡r✐♥❣

Dw ♠2 s−1 ✇❛❧❧❉ ❉✐✛✉s✐✈✐t② ❢♦r ✇❛❧❧ s❝❛tt❡r✐♥❣

αw(r) ✇❛❧❧❆❊ ❆✈❡r❛❣❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ✇❛❧❧s

hw(r) ♠s−1 ✇❛❧❧❊❈ ❊♥❡r❣② ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ✇❛❧❧s

λf ♠ ❢✐tt✐♥❣▼❋P ▼❡❛♥ ❢r❡❡ ♣❛t❤ ❢♦r ✜tt✐♥❣ s❝❛tt❡r✐♥❣

Df ♠2 s−1 ❢✐tt✐♥❣❉ ❉✐✛✉s✐✈✐t② ❢♦r ✜tt✐♥❣ s❝❛tt❡r✐♥❣

αf(r) ✲ ❢✐tt✐♥❣❆❊ ❆✈❡r❛❣❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ✜tt✐♥❣s

σs
f ♠2 ❢✐tt✐♥❣❙❈❙ ❆✈❡r❛❣❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✜tt✐♥❣s

hf(r) ♠s−1 ❢✐tt✐♥❣❊❈ ❊♥❡r❣② ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ✜tt✐♥❣s

nf
V ♠−3 ❢✐tt✐♥❣❈♦♥❝ ❱♦❧✉♠❡tr✐❝ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ✭❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✮ ♦❢ ✜tt✐♥❣s

Λf
V s−1 ❢✐tt✐♥❣❱♦❧▲♦ss❘❛t❡ ❱♦❧✉♠❡tr✐❝ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❧♦ss r❛t❡ ❞✉❡ t♦ ✜tt✐♥❣s

P t ❲ sr❝❚❘P ❙♦✉r❝❡ t♦t❛❧ ✭✐s♦tr♦♣✐❝✮ r❛❞✐❛t❡❞ ♣♦✇❡r

Vs ♠3 sr❝❱♦❧✉♠❡ ❱♦❧✉♠❡tr✐❝ s♦✉r❝❡ ✈♦❧✉♠❡

Ss ♠2 sr❝❆r❡❛ ❙✉r❢❛❝❡ s♦✉r❝❡ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛

Js ❲♠−2 sr❝❙✉r❢❛❝❡❊①✐t❛♥❝❡ ❙✉r❢❛❝❡ s♦✉r❝❡ ❡①✐t❛♥❝❡

Jc ❲♠−1 sr❝▲✐♥❡❊①✐t❛♥❝❡ ❈♦♥t♦✉r s♦✉r❝❡ ❧✐♥❡ ❡①✐t❛♥❝❡

τ ✲ ❚❊ ❆✈❡r❛❣❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❧♦ss❧❡ss ❛♣❡rt✉r❡

wr(r, t) ❏♠−3 ✇r ❆✈❡r❛❣❡ r❡✈❡r❜❡r❛♥t ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✐♥ ❝❛✈✐t②

Jr(r, t) ❲♠−2 ❏r①✱ ❏②①✱ ❏r③ ❘❡✈❡r❜❡r❛♥t ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✢✉①

S(r, t) ❲♠−2 ❙ ❆✈❡r❛❣❡ s❝❛❧❛r ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t②

■✳ ❉✳ ❋❧✐♥t♦❢t ✸ ❱❡rs✐♦♥ ✶✳✵✱ ✷✹t❤ ❋❡❜r✉❛r②✱ ✷✵✶✽



✶ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧

✶✳✶ ❚❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥

■♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✭❊❉▼✮ t❤❡ ❞✐✛✉s❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②✱ w(r, t)✱ ❛t
♣♦s✐t✐♦♥ r ❛♥❞ t✐♠❡ t ✐♥ ❛ ❝❧♦s❡❞ ❞♦♠❛✐♥ Ω ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥

∂w(r,t)
∂t −∇· [D(r)∇w(r, t)] + ΛV w(r, t) = p(r, t) r ∈ Ω , ✭✶✳✶✮

✇❤❡r❡ D(r) ✐s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞✐✛✉s✐✈✐t②✱ ΛV ✐s ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❧♦ss r❛t❡
❛♥❞ p(r, t) ✐s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❛♥② s♦✉r❝❡s ✭P✐❝❛✉t ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❀ ❱❛❧❡❛✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ ◆❛✈❛rr♦
❛♥❞ ❊s❝♦❧❛♥♦✱ ✷✵✶✺❀ ❙❛✈✐♦❥❛ ❛♥❞ ❙✈❡♥ss♦♥✱ ✷✵✶✺✮✳ ❚❤✐s ✐s ❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❡q✉❛t✐♦♥ ✭P❉❊✮✳ ❋♦r t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r♦❜❧❡♠s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ♠✉st ❜❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞
♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞♦♠❛✐♥

w(r, t)|t0 = w0(r) r ∈ Ω . ✭✶✳✷✮

❚❤❡ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝❛✈✐t②✳ ❚♦ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ s♣❛rs❡❧②
♣♦♣✉❧❛t❡❞ ❞♦♠❛✐♥ ✐t ♠❛② ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥✲❢r❡❡✲♣❛t❤ ✭▼❋P✮ ❜❡t✇❡❡♥
s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✈❡♥ts✱ λ✱ ❜②

D =
1

3
c0λ , ✭✶✳✸✮

✇❤❡r❡ c0 ✐s t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t ✐♥ ❢r❡❡✲s♣❛❝❡✳
❚❤❡ tr❛♥s♣♦rt ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❋✐❝❦✬s ❧❛✇ ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✢✉①

J(r, t) = −D(r)∇w(r, t). ✭✶✳✹✮

❚❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✐t②

∂w(r,t)
∂t + J(r, t) + ΛV w(r, t) = p(r, t) r∈Ω ✭✶✳✺✮

❢♦r ❛ ✢♦✇ ♦❢ ❞✐✛✉s❡ ❡♥❡r❣② ❝❛rr✐❡❞ ❜② ♣s❡✉❞♦✲♣❛rt✐❝❧❡s✳

✶✳✷ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛✈✐t② ✇❛❧❧s

❋♦r ❛♥ ❡♠♣t② ❝❛✈✐t② ✇✐t❤♦✉t ❛ str♦♥❣ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦ ✭✐✳❡✳ ♦♥❡ t❤❛t ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❝✉❜✐❝✮ t❤❡ ▼❋P ❢♦r
s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭◆❛✈❛rr♦ ❛♥❞ ❊s❝♦❧❛♥♦✱ ✷✵✶✺✮

λw =
4V

S
, ✭✶✳✻✮

✇❤❡r❡ V ❛♥❞ S ❛r❡ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t② ✇❛❧❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

V =

˚

Ω

dV ✭✶✳✼✮

S =

‹

∂Ω

dS . ✭✶✳✽✮

❋♦r ❝❛✈✐t✐❡s ✇✐t❤ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♠✉❝❤ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡rs t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ❜❡❝♦♠❡s ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✱
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❧♦ss❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛✈✐t② ✭❱✐s❡♥t✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✱
✷✵✶✺✮✳ ❋♦r ❧♦♥❣ ❝❛✈✐t✐❡s ✇✐t❤ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ❧♦ss ❛ ❜❡tt❡r ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ▼❋P ♠❛② ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

λw =

√
S

4π
; ✭✶✳✾✮

❤♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ❛ ❣r♦ss ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ♦❢ ❧✐♠✐t❡❞ s❝♦♣❡ ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛❝②✳

■✳ ❉✳ ❋❧✐♥t♦❢t ✹ ❱❡rs✐♦♥ ✶✳✵✱ ✷✹t❤ ❋❡❜r✉❛r②✱ ✷✵✶✽



✶✳✸ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❢r♦♠ ✜tt✐♥❣s

■❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦❜❥❡❝ts ✭✜tt✐♥❣s✮ ✐♥ t❤❡ ❝❛✈✐t② t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ▼❋P ✐s t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ♦❢ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧s
♦❢ t❤❡ ▼❋Ps ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❧s ❛♥❞ ✜tt✐♥❣s✱

1

λ
=

1

λw
+

1

λf
, ✭✶✳✶✵✮

❛s ✐s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦✈❡r❛❧❧ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ✭❱❛❧❡❛✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮

1

D
=

1

Dw
+

1

Df
. ✭✶✳✶✶✮

❚❤❡ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ s❤♦rt❡st ▼❋P✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ❡ss❡♥t✐❛❧❧②
❞❡r✐✈❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ✜tt✐♥❣s ❛♥❞ ✇❛❧❧s✳ ❚❤❡ ▼❋P ❢♦r s❝❛tt❡r✐♥❣ ✇✐t❤
✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✜tt✐♥❣s ♦❢ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛ Sf ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ nf

V = Nf/V ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s ✭❱❛❧❡❛✉
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮

λf =
1

σs
fn

f
V

=
4V

SfNf
, ✭✶✳✶✷✮

✇❤❡r❡ σs
f = Sf/4 ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜tt✐♥❣s✳ ■❢ t❤❡ ✜tt✐♥❣s ❛r❡ ❧♦ss② t❤❡♥ ❛

t❡r♠

Λf
V =

c0αf

λf
= c0n

f
V σ

a
f ✭✶✳✶✸✮

♠✉st ❛❧s♦ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❛t❡✱ ΛV ✱ t❤❛t ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ❛❜s♦r♣t✐♦♥
♣r♦❝❡ss❡s✳ ❍❡r❡ αf ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ✜tt✐♥❣s ❛♥❞ σa

f = αfSf/4 t❤❡✐r ❛✈❡r❛❣❡
❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥✳

❆tt❡♠♣ts ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ s♣❡❝✉❧❛r r❡✢❡❝t✐♦♥s ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧
✏s♣❡❝✉❧❛r✐t② ❢❛❝t♦r✑✱ κ✱ ✐♥t♦ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ✭❋♦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✿

D → κD. ✭✶✳✶✹✮

❊♠♣✐r✐❝❛❧❧② ✐t ✐s ❢♦✉♥❞ t❤❛t 1 ≤ κ . 5 ❛♥❞ t❤❛t κ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t②
✇❛❧❧s✱ s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② r❡✢❡❝t❡❞ ❞✐✛✉s❡❧② ✭0 ≤ s ≤ 1✮✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧
♠♦❞❡❧ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ✭❋♦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✿

κ(s) = −2.238 loge(s) + 1.549 s ∈ [10−3, 1], ✭✶✳✶✺✮

t❤♦✉❣❤ ✐t ✇❛s ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ r❡✈❡r❜❡r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✇❛s ♦♥❧② ❛❝❝✉r❛t❡ ❢♦r s > 0.4✳ ❋✉rt❤❡r ✇♦r❦ ❜② ◆❛✈❛rr♦
❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮ s✉❣❣❡sts t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✭❆❉▼✮ ❢♦r ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s✐♥❣❧❡ r♦♦♠s ♦♥❧② ❛❣r❡❡s t♦
✇✐t❤✐♥ ✶ ❞❇ ♦❢ r❛② tr❛❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✇❤❡♥ s > 0.6 ❛♥❞ α < 0.45✳

✶✳✹ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛✈✐t② ✇❛❧❧s

❆❜s♦r♣t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❘♦❜✐♥ ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❋♦✉r✐❡r ♦r ❚②♣❡
✸✮ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

n̂· [D(r)∇w(r, t)] + h(r)w(r, t) + Jin(r, t)− Jout(r, t) = 0 r ∈ ∂Ω , ✭✶✳✶✻✮

✇❤❡r❡ n̂ ✐s t❤❡ ♦✉t✇❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r t♦ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ h(r) ✐s ❛♥ ❡♥❡r❣② ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭❊❈✮✳
Jin(r, t) ❛♥❞ Jout(r, t) r❡♣r❡s❡♥t ❛♥ ✐♥✲✢✉① ❛♥❞ ♦✉t✲✢✉① ✭❡①✐t❛♥❝❡✮ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② t♦✴❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❡①❝❤❛♥❣❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❊❊❇❈s✮ ❛s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇✳ ❱❛r✐♦✉s ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝s ❧✐t❡r❛t✉r❡ t♦ r❡❧❛t❡ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡
❝♦❡✣❝✐❡♥t t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✱ α(r) ✭❏✐♥❣ ❛♥❞ ❳✐❛♥❣✱ ✷✵✵✽❀
❳✐❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❙❛❜✐♥❡✬s ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ r❡✈❡r❜❡r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✭❙❛❜✐♥❡✱ ✶✾✷✷✮

h(r) = 1
4c0α (r) 0 ≤ α . 0.2 ✭✶✳✶✼✮

■✳ ❉✳ ❋❧✐♥t♦❢t ✺ ❱❡rs✐♦♥ ✶✳✵✱ ✷✹t❤ ❋❡❜r✉❛r②✱ ✷✵✶✽



❛♥❞ ✐s r❡❣❛r❞❡❞ ✐♥ ❛❝♦✉st✐❝s ❛s ♦♥❧② ❛❝❝✉r❛t❡ ❢♦r ❧♦✇ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ α . 0.2✳ ❆ ♠♦❞✐✜❡❞ ❢♦r♠

h(r) = −c0
log

10
(1−α(r))
4 0 ≤ α < 1 ✭✶✳✶✽✮

❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❊②r✐♥❣ r❡✈❡r❜❡r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ✭❊②r✐♥❣✱ ✶✾✸✵✮✳ ❚❤✐s ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ♣r♦✈✐❞❡s
❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ❢♦r ♠♦❞❡r❛t❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✱ α . 0.5✱ ❜✉t ❜❡❝♦♠❡s s✐♥❣✉❧❛r ❢♦r α = 1✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ❛ r❡❧❛t✐♦♥
❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s♣♦rt ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❣✐✈❡ ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ♦✈❡r t❤❡ ❢✉❧❧
r❛♥❣❡ ♦❢ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ✭❏✐♥❣ ❛♥❞ ❳✐❛♥❣✱ ✷✵✵✽✮✿

h(r) = c0
α(r)

2(2−α(r)) 0 ≤ α ≤ 1. ✭✶✳✶✾✮

❚❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝✐❡s ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r t❤❡ ✇❛❧❧s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② αw(r) ❛♥❞ hw(r)
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ▲❛r❣❡ ✜tt✐♥❣s ❛r❡ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡✐r s✉r❢❛❝❡s ❛s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥
❜♦✉♥❞❛r②❀ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡✐r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝✐❡s ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② αf(r) ❛♥❞
hf(r) r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛♥❞ t❤❡✐r ❧♦ss❡s ❛r❡ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ❧♦ss t❡r♠✳

✶✳✺ ❙♦✉r❝❡s

❆ ♣♦✐♥t s♦✉r❝❡ ♦❢ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s t♦t❛❧ r❛❞✐❛t❡❞ ♣♦✇❡r ✭❚❘P✮ P t(t) ❧♦❝❛t❡❞ ❛t rs ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s
❛ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t②

p(r, t) = P t(t)δ(3) (r− rs) . ✭✶✳✷✵✮

❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ♥❡❛r s✉❝❤ ❛ s♦✉r❝❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ s♣✉r✐♦✉s ❞✐r❡❝t t❡r♠ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s✉❜tr❛❝t t♦ ❣✐✈❡ t❤❡
r❡✈❡r❜❡r❛♥t ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✭❱✐s❡♥t✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮❀ ✐♥ ✸❉ t❤✐s ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐s

wr(r) = w(r)−
P t

4πD |r− rs|
✭✶✳✷✶✮

✇❤✐❧❡ ❢♦r ✷❉ ✐t ✐s

wr(r) = w(r)−
P t

2πD
log |r− rs| . ✭✶✳✷✷✮

❚❤❡ tr✉❡ ❞✐r❡❝t ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✐♥✈❡rs❡✲sq✉❛r❡✲❧❛✇ ❢♦r t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ s♣r❡❛❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡
♣♦✇❡r ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡✿

wd(r) =
P t

4πc0 |r− rs|
2 . ✭✶✳✷✸✮

❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡✈❡r❜❡r❛♥t ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✢✉① ✐s

Jr(r, t) = −D∇wr(r) = J(r, t)−
P t

4π |r− rs|
3 (r− rs) . ✭✶✳✷✹✮

❆ ✉♥✐❢♦r♠ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ s♦✉r❝❡ ♦✈❡r ❛ s✉❜✲✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Ωs ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣

p(r, t) = P t(t)
Vs

r ∈ Ωs ✭✶✳✷✺✮

Vs =

˚

Ωs

dV . ✭✶✳✷✻✮

❚❤❡ s♣✉r✐♦✉s ❞✐r❡❝t ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❢r♦♠ s✉❝❤ ❛ s♦✉r❝❡ ✐s r❡♣♦rt❡❞ t♦ ❜❡ ❧❡ss t❤❛♥ ❢♦r ♣♦✐♥t s♦✉r❝❡s ✭❱✐s❡♥t✐♥
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✳

❆ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ∂Ωs ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ s✉r❢❛❝❡ s♦✉r❝❡ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ s♦✉r❝❡
t❡r♠ ✐♥t♦ t❤❡ ❘♦❜✐♥ ❇❈✿

n̂· [D(r)∇w(r, t)]− Js(r, t) = 0 r ∈ ∂Ωs. ✭✶✳✷✼✮

❍❡r❡ t❤❡ ❡①✐t❛♥❝❡✱ Js(r, t)✱ ✐s

Js(r, t) =
P t(t)

Ss
✭✶✳✷✽✮

Ss =

‹

∂Ωs

dS. ✭✶✳✷✾✮

■✳ ❉✳ ❋❧✐♥t♦❢t ✻ ❱❡rs✐♦♥ ✶✳✵✱ ✷✹t❤ ❋❡❜r✉❛r②✱ ✷✵✶✽



✶✳✻ ❈♦✉♣❧❡❞ ❞♦♠❛✐♥s

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t✇♦ ❝❛✈✐t✐❡s ❢♦r♠✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥s Ω1 ❛♥❞ Ω2 ✇✐t❤ ❞✐✛✉s✐✈✐t✐❡s D1(r) ❛♥❞ D2(r) ❝♦✉♣❧❡❞
❜② ❛ tr❛♥s❧✉❝❡♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡✐r s❤❛r❡❞ ❜♦✉♥❞❛r②❀ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✶ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ s❤❛r❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜②
∂Ω12 ❛♥❞ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✷ s✐❞❡ ❜② ∂Ω21✳ ■❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛✈✐t✐❡s ✐s ♥♦t t♦♦ ❧❛r❣❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡
❡❛❝❤ ❝❛✈✐t② s❛t✐s✜❡s ❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ st❛♥❞❛r❞ s✐♥❣❧❡ ❝❛✈✐t② r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s
❛❜♦✈❡

∂w1(r,t)
∂t −∇· [D1(r)∇w1(r, t)] + ΛV ;1w1(r, t) = p1(r, t) r ∈ Ω1 ✭✶✳✸✵✮

∂w2(r,t)
∂t −∇· [D2(r)∇w2(r, t)] + ΛV ;2w2(r, t) = p2(r, t) r ∈ Ω2 ✭✶✳✸✶✮

❛♥❞ t❤❛t ♦♥ t❤❡ ♥♦♥✲s❤❛r❡❞ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❧s ♥♦r♠❛❧ ❘♦❜✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♣♣❧②

n̂1· [D1(r)∇w1(r, t)] + h1(r)w1(r, t) = 0 r ∈ ∂Ω1/∂Ω12 ✭✶✳✸✷✮

n̂2· [D2(r)∇w2(r, t)] + h2(r)w2(r, t) = 0 r ∈ ∂Ω2/∂Ω21 , ✭✶✳✸✸✮

✇❤❡r❡ n̂1 ❛♥❞ n̂2 ❛r❡ ♦✉t✇❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦rs ✐♥ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❖♥ t❤❡ s❤❛r❡❞ ✇❛❧❧ ❛♥ ❡♥❡r❣②
❡①❝❤❛♥❣❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❊❊❇❈✮ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✭❇✐❧❧♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮

n̂1· [D1(r)∇w1(r, t)] + h11(r)w1(r, t)− h12(r)w2(r, t) = 0 r ∈ ∂Ω12 ✭✶✳✸✹✮

n̂2· [D2(r)∇w2(r, t)] + h22(r)w2(r, t)− h21(r)w1(r, t) = 0 r ∈ ∂Ω21 , ✭✶✳✸✺✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts h11(r) ❛♥❞ h22(r) ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ❧♦st ♦♥ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞ h12(r) ❛♥❞ h21(r) ❞❡s❝r✐❜❡ ♣♦✇❡r ❝♦✉♣❧❡❞ ✐♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡✳

■❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❛ ❧♦ss❧❡ss r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❛♣❡rt✉r❡ ✇✐t❤ ❛✈❡r❛❣❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② τ t❤❡♥

h12 = h21 = h22 = h11 =
1

4
c0τ ✭✶✳✸✻✮

❛♥❞

n̂1· [D1(r)∇w1(r, t)] +
1
4c0τ [w1(r, t)− w2(r, t)] = 0 r ∈ ∂Ω12 ✭✶✳✸✼✮

n̂2· [D2(r)∇w2(r, t)] +
1
4c0τ [w2(r, t)− w1(r, t)] = 0 r ∈ ∂Ω21 . ✭✶✳✸✽✮

■♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♦♣t✐❝s r❡❣✐♠❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦st t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❛♣❡rt✉r❡ ✐s ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❛t ❛❜s♦r❜❡❞
✐♥ ❛ ♣❡r❢❡❝t ❛❜s♦r❜❡r ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❡❛❀ ✐t ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ❛r❣✉❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❢♦r ❛♥ ❛♣❡rt✉r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

hij(r) = c0
τ

2(2−τ) 0 ≤ τ ≤ 1 ✭✶✳✸✾✮

✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❏✐♥❣ ❛♥❞ ❳✐❛♥❣ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✭✶✳✶✾✮✳
❉❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ♥❡t ❡♥❡r❣② ✢✉① ❢r♦♠ ❞♦♠❛✐♥ j ✐♥t♦ ❞♦♠❛✐♥ i ❜② Jij (r, t) t❤❡s❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❛♥

❛❧s♦ ❜❡ ✇r✐tt❡♥

n̂1· [D1(r)∇w1(r, t)]− J12(r, t) = 0 r ∈ ∂Ω12 ✭✶✳✹✵✮

n̂2· [D2(r)∇w2(r, t)]− J21(r, t) = 0 r ∈ ∂Ω21 ✭✶✳✹✶✮

✇✐t❤

J12(r, t) = −J21(r, t) =
1

4
c0τ [w2(r, t)− w1(r, t)] . ✭✶✳✹✷✮

❆❞❞✐♥❣ t❤❡s❡ ❛♥❞ ♥♦t✐♥❣ n̂1 = −n̂2 ✇❡ ✜♥❞ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✢✉① ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❋❈❇❈✮
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛♣❡rt✉r❡ ✭❇✐❧❧♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮✿

n̂1· [D1(r)∇w1(r, t)−D2(r)∇w2(r, t)] = 0 r ∈ ∂Ω12 . ✭✶✳✹✸✮

■❢ t❤❡r❡ ✐s ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❧♦ss ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣❡rt✉r❡ t❤❡♥

n̂1· [D1(r)∇w1(r, t)]− n̂2· [D2(r)∇w2(r, t)] =
1

4
c0τ [w2(r, t)− w1(r, t)] + h22(r)w2(r, t)− h11(r)w1(r, t)

✭✶✳✹✹✮

✇❤❡r❡ h11, h22 >
1
4c0τ ✳

■✳ ❉✳ ❋❧✐♥t♦❢t ✼ ❱❡rs✐♦♥ ✶✳✵✱ ✷✹t❤ ❋❡❜r✉❛r②✱ ✷✵✶✽



✷ ❑❛♥t♦r♦✈✐❝❤ r❡❞✉❝t✐♦♥ t♦ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s

✷✳✶ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ t♦ ✷❉

❙②st❡♠❛t✐❝ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ✸❉ t♦ ✷❉ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ✈✐❛ t❤❡ ❑❛♥t♦r♦✈✐❝❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤
❢♦r ❞♦♠❛✐♥s ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ✐♥ ♦♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❤❡r❡ t❛❦❡♥ t♦ ❜❡ t❤❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❙❡q✉❡✐r❛ ❛♥❞
❈♦rtí♥❡③✱ ✷✵✶✷✮✳ ❚❤✐s s❡♣❛r❛t❡s t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✐♥t♦

w(r, t) =W (x, y, t)Z(z) , ✭✷✳✶✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ Z(z) ✐s ❛ss✉♠❡❞ ❦♥♦✇♥ ❛✲♣r✐♦r✐ ✭✐✳❡✳ ❛♥ ❛♥③❛t③✮✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❤❡r❡ ✐t
✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ q✉❛❞r❛t✐❝✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠✉st s❛t✐s❢② t❤❡ ❘♦❜✐♥ ❇❈s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ z = 0 ❛♥❞ z = Lz

❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ■❢ t❤❡s❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❢❛❝❡s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❊❈s✱ hw✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈✐t②
✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❛❧s♦ ✉♥✐❢♦r♠ t❤❡♥

Z(z) = 1 + ξ

(
z −

z2

Lz

)
, ✭✷✳✷✮

✇❤❡r❡

ξ =
hw
D

. ✭✷✳✸✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ❑❛♥t♦r♦✈✐❝❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦
❞✐♠❡♥s✐♦♥s s❛t✐s✜❡s t❤❡ ✷❉ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❑❛♥t♦r♦✈✐❝❤ ❛♥❞ ❑r②❧♦✈✱ ✶✾✻✹✮

∂W (x,y,t)
∂t

´ Lz

0
Z(z)2 dz −D′

∇
2
xyW (x, y, t) + (Λ′

A + Λ′

Z)W (x, y, t) = p′ (x, y, t) r ∈ Ω

D′
n̂·∇xyW (x, y, t) + h′ (x, y)W (x, y, t) = 0 r ∈ ∂Ω

✭✷✳✹✮

✇❤❡r❡ Ω ✐s t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ∂Ω✱ ✐s ✐ts ♣❡r✐♠❡t❡r ❛♥❞

D′ = D

ˆ Lz

0

Z(z)2 dz ✭✷✳✺✮

Λ′

Z = −D

ˆ Lz

0

(
d2Z (z)

dz2
Z(z)

)
dz ✭✷✳✻✮

Λ′

V = ΛV

ˆ Lz

0

Z(z)2 dz ✭✷✳✼✮

h′ (x, y) =

ˆ Lz

0

h(r)Z(z)2 dz . ✭✷✳✽✮

■❢ t❤❡ z = 0 ❛♥❞ z = Lz ❢❛❝❡s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❊❈s t❤❡♥

ˆ Lz

0

Z(z) dz = Lz + ξ
L2
z

6
✭✷✳✾✮

ˆ Lz

0

Z (z)
2
dz = Lz + ξ

L2
z

3
+ ξ2

L3
z

30
✭✷✳✶✵✮

ˆ Lz

0

(
Z (z)

d2Z (z)

dz2

)
dz = −ξ

(
2 + ξ

Lz

3

)
. ✭✷✳✶✶✮

✸ ❋✐♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s♦❧✉t✐♦♥

❚❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✉s✐♥❣ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧✲
❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✭❋❊▼✮✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♦✉t❧✐♥❡ t❤❡ ❋❊▼ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣
❋r❡❡❋❊▼✰✰ ✭❍❡❝❤t✱ ✷✵✶✸✱ ✷✵✶✼✮✳

■✳ ❉✳ ❋❧✐♥t♦❢t ✽ ❱❡rs✐♦♥ ✶✳✵✱ ✷✹t❤ ❋❡❜r✉❛r②✱ ✷✵✶✽



✸✳✶ ❲❡❛❦ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

❚♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊❉▼ ✇❡ st❛rt ❢r♦♠ t❤❡ P❉❊

∂w(r,t)
∂t −∇· [D(r)∇w(r, t)] + ΛV w(r, t) = p(r, t) r ∈ Ω ✭✸✳✶✮

❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧② t❤r♦✉❣❤♦✉t ❜② ❛ t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥ u(r) ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥t❡❣r❛t❡ ♦✈❡r t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ t♦
❣✐✈❡

∂

∂t

˚

Ω

u(r)w(r, t) dV −

˚

Ω

u(r)∇· [D(r)∇w(r, t)] dV + ΛV

˚

Ω

u(r)w(r, t) dV =

˚

Ω

u(r)p(r, t) dV.

✭✸✳✷✮

◆♦✇ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ s✉✐t❛❜❧② s♠♦♦t❤ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ t❤❡♦r❡♠
˚

Ω

∇·F(r) dV =

‹

∂Ω

F(r)· dS . ✭✸✳✸✮

❋✐rst ♣✉tt✐♥❣ F(r) = ϕ(r)G(r) ✇❡ ♦❜t❛✐♥
˚

Ω

ϕ(r)∇·G(r) +G(r)·∇ϕ(r) dV =

‹

∂Ω

ϕ(r)G(r)· dS ✭✸✳✹✮

❛♥❞ t❤❡♥ ❧❡tt✐♥❣ G(r) = γ(r)∇ψ(r) ❣✐✈❡s
˚

Ω

ϕ(r)∇· [γ(r)∇ψ(r)] + γ(r)∇ψ(r)·∇ϕ(r) dV =

‹

∂Ω

ϕ(r)γ(r)∇ψ(r)· dS . ✭✸✳✺✮

◆♦✇ ❧❡tt✐♥❣ ϕ(r) = u(r)✱ γ(r) = D(r) ❛♥❞ ψ = w(r, t) ✇❡ ❤❛✈❡
˚

Ω

u∇· [D∇w] dV =

‹

∂Ω

uD∇w· dS−

˚

Ω

D∇w·∇u dV , ✭✸✳✻✮

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❢♦r♠ ❛❜♦✈❡ t♦ ♦❜t❛✐♥

∂

∂t

˚

Ω

u(r)w(r, t) dV −

‹

∂Ω

u(r)D(r)∇w(r, t)· dS+

˚

Ω

D(r)∇w(r, t)·∇u(r) dV

+ ΛV

˚

Ω

u(r)w(r, t) dV =

˚

Ω

u(r)p(r, t) dV . ✭✸✳✼✮

❚❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❘♦❜✐♥ ❇❈

D(r)n̂·∇w(r, t) + h(r)w(r, t)− Js(r, t) = 0 ✭✸✳✽✮

✐s ♥♦✇ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡r♠ t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✿

∂

∂t

˚

Ω

u(r)w(r, t) dV +

˚

Ω

D(r)∇w(r, t)·∇u(r) dV + ΛV

˚

Ω

u(r)w(r, t) dV

+

‹

∂Ω

u(r)h(r)w(r, t) dS −

‹

∂Ω

u(r)Js(r, t) dS −

˚

Ω

u(r)p(r, t) dV = 0 . ✭✸✳✾✮

❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ♠♦r❡ ❝♦♥❝✐s❡❧② ❛s

〈ẇ, u〉+ a(w, u)− 〈Js + p, u〉 = 0 , ✭✸✳✶✵✮

✇❤❡r❡ a(w, u) ✐s t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❜✐❧✐♥❡❛r ❢♦r♠

a(w, u) =

˚

Ω

D(r)∇w(r, t)·∇u(r) dV + ΛV

˚

Ω

u(r)w(r, t) dV +

‹

∂Ω

u(r)h(r)w(r, t) dS ✭✸✳✶✶✮

❛♥❞ t❤❡ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t ✐s

〈u, v〉 =

˚

Ω

u(r)v(r) dV . ✭✸✳✶✷✮

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊❉▼ ✐♥ ❋r❡❡❋❊▼✰✰❀
❢♦r t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r♦❜❧❡♠s t❤❡ ❡ss❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s✿

■✳ ❉✳ ❋❧✐♥t♦❢t ✾ ❱❡rs✐♦♥ ✶✳✵✱ ✷✹t❤ ❋❡❜r✉❛r②✱ ✷✵✶✽



♣r♦❜❧❡♠ ❊❉▼✭ ✇ ✱ ✉ ✮

❂ ✐♥t✸❞✭❖♠❡❣❛✮ ✭ ❉ ✯ ✭ ❞①✭✇✮ ✯ ❞①✭✉✮ ✰ ❞②✭✇✮ ✯ ❞②✭✉✮ ✰ ❞③✭✇✮ ✯ ❞③✭✉✮ ✮ ✮

✰ ✐♥t✸❞✭❖♠❡❣❛✮ ✭ ✇ ✯ ✈ ✯ ▲❛♠❜❞❛❱ ✮

✰ ✐♥t✷❞✭❖♠❡❣❛✱❞❖♠❡❣❛✮✭ ✇ ✯ ✉ ✯ ❤ ✮

✲ ✐♥t✷❞✭❖♠❡❣❛✱❞❖♠❡❣❛✮✭ ✉ ✯ ❏s ✮

✲ ✐♥t✸❞✭❖♠❡❣❛✮ ✭ ✉ ✯ ♣ ✮❀

■❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ✐s ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s t❤❡♥ D ♠✉st ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s✉✐t❛❜❧② ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❋❊ s♣❛❝❡
♦r ✉s✐♥❣ ❛ ♠❛❝r♦✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡

❢✉♥❝ ❉ ❂ ❉✶ ✯ ✭ ① ❁❂ ♣❛rt❳ ✮ ✰ ❉✷ ✯ ✭ ① ❃ ♣❛rt❳ ✮

❙✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠✳ ❋♦r ♣♦✐♥t s♦✉r❝❡s ❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ❋❊ s♣❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳

✸✳✷ ❉✐s❝r❡t✐s❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s♣❛❝❡s

❚❤❡ ♠❡s❤ ✐s ❛ ❞✐s❝r❡t❡ t❡ss❡❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥

Ω ≈ Ωh =

nT⋃

k=1

Tk ✭✸✳✶✸✮

✉s✐♥❣ nT ❡❧❡♠❡♥ts Tk ✇✐t❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ h✿

Th = {Tk : k = 1, . . ., nT} . ✭✸✳✶✹✮

❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② tr✐❛♥❣❧❡s ✐♥ ✷❉ ♦r t❡tr❛❤❡❞r❛ ✐♥ ✸❉✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡❞❣❡ s✐③❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡s❤ ❢♦r
❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ▼❋P ✐♥ t❤❡ ❊❉▼✿ h . λ/10✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✈❡rt✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ♠❡s❤ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② nv ❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ∂Ω ≈ ∂Ωh✳
❚❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s♣❛❝❡ ♦♥ Th✱ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Vh (Th, X)✿

Vh (Th, X) =

{
w(r) : w(r) =

M∑

k=1

wkφk(r), wk∈R

}
, ✭✸✳✶✺✮

✇❤❡r❡ X ❞❡♥♦t❡s t❤❡ t②♣❡s ♦❢ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞
❜② P1✳ M ✐s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ Vh✱ ✐✳❡✳ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts
t✐♠❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣♦✐♥ts ♦♥ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t✳ wk ❛r❡ t❡r♠❡❞ t❤❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ w ❛♥❞
M ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✭❉❖❋✮✳ ❚❤❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s φk(r) ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
❜❛r②❝❡♥tr✐❝ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❋♦r ❛ ♣♦✐♥t r∈Tk t❤❡ ❜❛r②❝❡♥tr✐❝ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s λki (r) ❛r❡

r =

nm∑

i=1

λki ri ✭✸✳✶✻✮

✇✐t❤
nm∑

i=1

λki = 1 ,

✇❤❡r❡ ri ❛r❡ t❤❡ nm ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ Tk✳ ❚❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ φi ♦♥ Tk ✐s t❤❡♥ λki ✳
◆♦✇ ✉s✐♥❣ t❤❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ♠❡t❤♦❞ ✇❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❜♦t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡

s❛♠❡ ❋❊ s♣❛❝❡

w(r, t) ≈ wh(r, t) =

M∑

j=1

wj(t)φj(r) ✭✸✳✶✼✮

u(r) ≈ uh(r) =

M∑

i=1

uiφi(r) ✭✸✳✶✽✮

■✳ ❉✳ ❋❧✐♥t♦❢t ✶✵ ❱❡rs✐♦♥ ✶✳✵✱ ✷✹t❤ ❋❡❜r✉❛r②✱ ✷✵✶✽



❛♥❞ s✉❜st✐t✉t❡ t❤❡s❡ ✐♥t♦ t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠ t♦ ♦❜t❛✐♥

M∑

i=1

M∑

j=1

uiẇj

˚

Ω

φi(r)φj(r) dV +

M∑

i=1

M∑

j=1

uiwj

˚

Ω

D(r)∇φi(r)·∇φj(r) dV

+ ΛV

M∑

i=1

M∑

j=1

uiwj

˚

Ω

φi(r)φj(r) dV +

M∑

i=1

M∑

j=1

uiwj

‹

∂Ω

h(r)φi(r)φj(r) dS

−

M∑

i=1

ui

‹

∂Ω

φi(r)Js(r, t) dS −

M∑

i=1

ui

˚

Ω

φi(r)p(r, t) dV = 0 . ✭✸✳✶✾✮

❉❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♠❛tr✐① ♦♣❡r❛t♦rs ❜②

Dij =

˚

Ω

D(r)∇φi(r)·∇φj(r) dV ✭✸✳✷✵✮

Mij =

˚

Ω

φi(r)φj(r) dV ✭✸✳✷✶✮

Hij =

‹

∂Ω

φj(r)h(r)φi(r) dS ✭✸✳✷✷✮

J s
i (t) =

‹

∂Ω

φi(r)Js(r, t) dS ✭✸✳✷✸✮

Pi(t) =

˚

Ω

φi(r)p(r, t) dV ✭✸✳✷✹✮

t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

M∑

i=1

M∑

j=1

uiMijẇj +

M∑

i=1

M∑

j=1

uiDijwj + ΛV

M∑

i=1

M∑

j=1

uiMijwj +

M∑

i=1

M∑

j=1

uiHijwj

−

M∑

i=1

M∑

j=1

uiJ
s
i −

M∑

i=1

uiPi = 0 . ✭✸✳✷✺✮

Dij ✐s t❤❡ st✐✛♥❡ss ♠❛tr✐①✱ Mij ✐s t❤❡ ♠❛ss ♠❛tr✐① ❛♥❞ ΛVMij +Hij ✐s ❛ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①✳ ❚❤✐s ❝❛♥
❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ♠❛tr✐① ❢♦r♠ ❛s

u
⊺
Mẇ + u

⊺
Dw + ΛV u

⊺
Mw + u

⊺
Hw − u

⊺
J
s − u

⊺
P = 0 , ✭✸✳✷✻✮

✇❤❡r❡ u ❛♥❞ w ❛r❡ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦rs ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❉❖❋s ❛♥❞ ⊺ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ tr❛♥s♣♦s❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s②st❡♠
✐s ❧✐♥❡❛r ✐t ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② t❡st✐♥❣ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ s❡♣❛r❛t❡❧② ❛♥❞ s♦ ✐t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡
❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❖❉❊s✮

Mẇ + Dw + ΛV Mw + Hw − J
s −P = 0 . ✭✸✳✷✼✮

❚❤✐s r❡❞✉❝❡s t♦ ❛ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s②st❡♠

(D + ΛV M + H)w − (Js +P) = 0 ✭✸✳✷✽✮

❢♦r t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r♦❜❧❡♠s✳
❚✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t s②st❡♠s ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ s❝❤❡♠❡ t♦ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✳

❙❛♠♣❧✐♥❣ w(r, t) = w(r,∆t) = wn(r) ❛♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❊✉❧❡r ❜❛❝❦✇❛r❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤❡ t✐♠❡
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ t❡r♠ ✐s

〈ẇ, u〉 ≈

〈
wn − wn−1

∆t
, u

〉
=

˚

Ω

u(r)
wn(r)− wn−1(r)

∆t
dV . ✭✸✳✷✾✮

❚❤❡ ✇❡❛❦ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠
〈
wn − wn−1

∆t
, u

〉
+ a(w, u)− 〈Js + p, u〉 = 0, ✭✸✳✸✵✮

❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❢♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ wn(r) ❛t t✐♠❡ st❡♣ n ✉s✐♥❣ t❤❡ ❦♥♦✇♥ s♦❧✉t✐♦♥ wn−1(r) ❛t
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t✐♠❡✲st❡♣✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❋r❡❡❋❊▼✰✰ t✐♠❡✲st❡♣♣✐♥❣ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✿

■✳ ❉✳ ❋❧✐♥t♦❢t ✶✶ ❱❡rs✐♦♥ ✶✳✵✱ ✷✹t❤ ❋❡❜r✉❛r②✱ ✷✵✶✽



r❡❛❧ ❞t ❂ ♠❡s❤❙✐③❡ ✯ ♠❡s❤❙✐③❡ ✴ ✷ ✴ ❉❀

❱❤ ✇ ✱ ✇♦❧❞ ❂ ✇♣✇❜ ✱ ✉❀

♣r♦❜❧❡♠ ❊❉▼✭ ✇ ✱ ✉ ✮

❂ ✐♥t✸❞✭❖♠❡❣❛✮ ✭ ✇ ✴ ❞t ✯ ✉ ✮

✲ ✐♥t✸❞✭❖♠❡❣❛✮ ✭ ✇♦❧❞ ✴ ❞t ✯ ✉ ✮

✰ ✐♥t✸❞✭❖♠❡❣❛✮ ✭ ❉ ✯ ✭ ❞①✭✇✮ ✯ ❞①✭✉✮ ✰ ❞②✭✇✮ ✯ ❞②✭✉✮ ✰ ❞③✭✇✮ ✯ ❞③✭✉✮ ✮ ✮

✰ ✐♥t✸❞✭❖♠❡❣❛✮ ✭ ✇ ✯ ✈ ✯ ▲❛♠❜❞❛❱ ✮

✰ ✐♥t✷❞✭❖♠❡❣❛✱❞❖♠❡❣❛✮✭ ✇ ✯ ✉ ✯ ❤ ✮

✲ ✐♥t✷❞✭❖♠❡❣❛✱❞❖♠❡❣❛✮✭ ✉ ✯ ❏s ✮

✲ ✐♥t✸❞✭❖♠❡❣❛✮ ✭ ✉ ✯ ♣ ✮❀

❢♦r✭ r❡❛❧ t ❂ ✵ ❀ t ❁ ♠❛①❚✐♠❡ ❀ t ✰❂ ❞t ✮ ④

✇♦❧❞ ❂ ✇❀

❊❉▼❀

⑥

❚❤✐s ✐♠♣❧✐❝✐t s❝❤❡♠❡ ✐s ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② st❛❜❧❡ ❛♥❞ s♦ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ∆t ≤ h2/2D✱ ✇❤❡r❡ h ✐s t❤❡
s♠❛❧❧❡st ❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤ ✐♥ t❤❡ ♠❡s❤✱ t❤❛t ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❡①♣❧✐❝✐t ✜♥✐t❡✲❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥
❡q✉❛t✐♦♥s ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ❆ ❧❛r❣❡ t✐♠❡✲st❡♣ st✐❧❧ ❤❛s ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥✳ ■t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ∆t . ∆tref/10✱ ✇❤❡r❡ ∆tref = L2

x/2D ✐s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞✐✛✉s✐♦♥
t✐♠❡ ❛❝r♦ss t❤❡ ❝❛✈✐t② ❣✐✈❡s ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡s
st✉❞✐❡❞ ❤❡r❡✳

✸✳✸ ■t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❝♦✉♣❧❡❞ ❞♦♠❛✐♥s

❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t✇♦ ❞♦♠❛✐♥s ❝♦✉♣❧❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❊❊❇❈ t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠s ✐♥ ❡❛❝❤ ❞♦♠❛✐♥ ❛r❡

∂

∂t

˚

Ω1

u1(r)w1(r, t) dV +

˚

Ω1

D1(r)∇w1(r, t)·∇u1(r) dV + ΛV ;1

˚

Ω1

u1(r)w1(r, t) dV

+

‹

∂Ω1/∂Ω12

u1(r)h1(r)w1(r, t) dS −

‹

∂Ω1/∂Ω12

u1(r)Js;1(r, t) dS +

‹

∂Ω12

u1(r)h11(r)w1(r, t) dS

−

‹

∂Ω12

u1(r)J12(r, t) dS −

˚

Ω1

u1(r)p1(r, t) dV = 0 ✭✸✳✸✶✮

❛♥❞

∂

∂t

˚

Ω2

u2(r)w2(r, t) dV +

˚

Ω2

D2(r)∇w2(r, t)·∇u2(r) dV + ΛV ;2

˚

Ω2

u2(r)w2(r, t) dV

+

‹

∂Ω2/∂Ω21

u2(r)h2(r)w2(r, t) dS −

‹

∂Ω2/∂Ω21

u2(r)Js;2(r, t) dS +

‹

∂Ω21

u2(r)h22(r)w2(r, t) dS

−

‹

∂Ω21

u2(r)J21(r, t) dS −

˚

Ω2

u2(r)p2(r, t) dV = 0 , ✭✸✳✸✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✢✉①❡s ❝♦✉♣❧❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛✈✐t✐❡s ❛r❡

J12(r, t) = h12(r)w2(r, t) r ∈ ∂Ω12 ✭✸✳✸✸✮

J21(r, t) = h21(r)w1(r, t) r ∈ ∂Ω21 . ✭✸✳✸✹✮

❚❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❘♦❜✐♥✲❘♦❜✐♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❉✐s❝❛❝❝✐❛t✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✳ ❲❡ ✜rst
✐♥✐t✐❛❧✐s❡ J12(r, t) ✉s✐♥❣ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣♦✇❡r ❜❛❧❛♥❝❡ ✭P❲❇✮ s♦❧✉t✐♦♥✱ w2;h✱ ✐♥ Ω2

J12(r, t) = h12(r)w2;h r ∈ ∂Ω12 ✭✸✳✸✺✮

■✳ ❉✳ ❋❧✐♥t♦❢t ✶✷ ❱❡rs✐♦♥ ✶✳✵✱ ✷✹t❤ ❋❡❜r✉❛r②✱ ✷✵✶✽



❛♥❞ t❤❡♥ s♦❧✈❡ t❤❡ ❋❊ s②st❡♠ ✭✸✳✸✶✮ ✐♥ ❞♦♠❛✐♥ Ω1 ✉s✐♥❣ t❤✐s ✈❛❧✉❡ t♦ ❣✐✈❡ w1(r, t)✳ J21(r, t) ❝❛♥ t❤❡♥

❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ✭✸✳✸✹✮✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❋❊ s②st❡♠ ✭✸✳✸✷✮ ✐♥ ❞♦♠❛✐♥ Ω2 ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❢♦r w
(
2r, t)✳ ❚❤✐s

♣r♦❝❡ss ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s ❝♦♥✈❡r❣❡❞❀ t❤✐s t②♣✐❝❛❧❧② ♦♥❧② r❡q✉✐r❡s ❛ ❤❛♥❞❢✉❧ ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s✿

Initialise : J12(r, t) = h12(r)w2;h

(∗) Solve for w1 : 〈w1, u1〉+ a(w1, u1)− 〈u1, J12〉 − 〈u1, p1〉 = 0

Update : J21(r, t) = h21(r)w1

Solve for w2 : 〈w2, u2〉+ a(w2, u2)− 〈u2, J21〉 − 〈u2, p1〉 = 0

Update : J12(r, t) = h12(r)w2

Repeat : from (∗)

❋♦r ❛ ❋❈❇❈

n̂1· [D1(r)∇w1(r, t)−D2(r)∇w2(r, t)] = 0 ✭✸✳✸✻✮

❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ s❝❤❡♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠s ❛r❡ ❛s ✐♥ ✭✸✳✸✶✮ ❛♥❞ ✭✸✳✸✷✮✱ ❜✉t ✇✐t❤ t❤❡
h11(r) ❛♥❞ h22(r) t❡r♠s ♦♠✐tt❡❞ ✲ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜✐❧✐♥❡❛r t❡r♠s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ã(w1, u1) ❛♥❞ ã(w2, u2)
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❘♦❜✐♥ ❇❈s ❛r❡ ❡♥❢♦r❝❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②

n̂1·D1(r)∇w1(r, t) + J21(r, t) = 0 ✭✸✳✸✼✮

n̂2·D2(r)∇w2(r, t)− J21(r, t) = 0 ✭✸✳✸✽✮

✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♥❡t ❡♥❡r❣② ✢✉① J21 ❢r♦♠ ❞♦♠❛✐♥ ✶ ✐♥t♦ ❞♦♠❛✐♥ ✷✳ ❆t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞
✉s✐♥❣ ❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r β ∼ 0.1✿

Initialise : J12(r, t) = J21(r, t) = 0

(∗) Solve for w1 : 〈w1, u1〉+ ã(w1, u1)− 〈u1, J12〉 − 〈u1, p1〉 = 0

Solve for w2 : 〈w2, u2〉+ ã(w2, u2)− 〈u2, J21〉 − 〈u2, p1〉 = 0

Update : J21(r, t) = βJ21(r, t) + (1− β)h21(r) [w1(r, t)− w2(r, t)]

Update : J12(r, t) = βJ12(r, t) + (1− β)h12(r) [w2(r, t)− w1(r, t)]

Repeat : from (∗)

❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✻ t❤❡ ❊❊❇❈ ❛♥❞ ❋❈❇❈ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❧♦ss❧❡ss ❛♣❡rt✉r❡✳
❈♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ✐ts ✢✉① ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❢♦r❝❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❙❝❤✇❛r③

❞♦♠❛✐♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✭▲✐♦♥s✱ ✶✾✾✵✮✳ ❚❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r t❤❡ ❋❈❇❈ ♠❡t❤♦❞❀
❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♥❡t ✢✉① ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ✉s✐♥❣

Initialise : J12(r, t) = J21(r, t) = 0

(∗) Solve for w1 : 〈w1, u1〉+ ã(w1, u1)− 〈u1, J12〉 − 〈u1, p1〉 = 0

Solve for w2 : 〈w2, u2〉+ ã(w2, u2)− 〈u2, J21〉 − 〈u2, p1〉 = 0

Update : J21(r, t) = J21(r, t) + βh21(r) [w1(r, t)− w2(r, t)]

Update : J12(r, t) = −J21(r, t)

Repeat : from (∗)

✇❤❡r❡ t❤❡ s✐❣♥ ❛♥❞ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ β ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❣✐✈❡ ❛ st❛❜❧❡ s❝❤❡♠❡✳ ❚❤✐s ❙❝❤✇❛r③ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✉s✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞♦♠❛✐♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② s❧♦✇❡r t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ❊❊❇❈ ❛♥❞
❋❈❇❈ s❝❤❡♠❡s ❛❜♦✈❡✳

■✳ ❉✳ ❋❧✐♥t♦❢t ✶✸ ❱❡rs✐♦♥ ✶✳✵✱ ✷✹t❤ ❋❡❜r✉❛r②✱ ✷✵✶✽



✸✳✹ ❚✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❋❊▼ s♦❧✉t✐♦♥

❚❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ✷❉ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s

ˆ Lz

0

Z(z)2 dz

¨

Ω

U
∂W

∂t
dx dy +D′

¨

Ω

∂W

∂x

∂U

∂x
+
∂W

∂y

∂U

∂y
dx dy

+ (Λ′

V + Λ′

Z)

¨

Ω

UW dx dy +

˛

∂Ω

Uh′ (x, y)W dl

−

˛

∂Ω

UJ ′

c (x, y)W dl −

¨

Ω

Up′s (x, y) dx dy = 0 , ✭✸✳✸✾✮

✇❤❡r❡

p′s (x, y) =

ˆ Lz

0

Z(z)p (x, y, z, t) dz . ✭✸✳✹✵✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② r❡♣❧❛❝❡s t❤❡ ♣♦✐♥t s♦✉r❝❡ ❜② ❛ ❧✐♥❡ s♦✉r❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❚❘P✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❝❛✉s❡
❡rr♦rs ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡❀ t❤❡s❡ ❡rr♦rs ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❧♦ss ✐♥ t❤❡ ❝❛✈✐t②✳

❋♦r t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r♦❜❧❡♠s t❤❡ ✷❉ ❋r❡❡❋❊▼✰✰ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s

♣r♦❜❧❡♠ ❊❉▼✭ ❲ ✱ ❯ ✮

❂ ✐♥t✷❞✭❖♠❡❣❛✮ ✭ ❉ ✯ ✭ ❞①✭❲✮ ✯ ❞①✭❯✮ ✰ ❞②✭❲✮ ✯ ❞②✭❯✮ ✮ ✮

✰ ✐♥t✷❞✭❖♠❡❣❛✮ ✭ ❲ ✯ ❱ ✯ ✭ ▲❛♠❜❞❛❱ ✰ ▲❛♠❜❞❛❩ ✮ ✮

✰ ✐♥t✶❞✭❖♠❡❣❛✱❞❖♠❡❣❛✮✭ ❲ ✯ ❯ ✯ ❤ ✮

✲ ✐♥t✶❞✭❖♠❡❣❛✱❞❖♠❡❣❛✮✭ ❯ ✯ ❏❝ ✮

✲ ✐♥t✷❞✭❖♠❡❣❛✮ ✭ ❯ ✯ ♣s ✮❀

✹ ❈❛♥♦♥✐❝❛❧ t❡st ❝❛s❡s

✹✳✶ ❚❡st ❝❛s❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s

❚❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ t❡st ❝❛s❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ❛ ❝✉❜♦✐❞ ❝❛✈✐t② ♦❝❝✉♣②✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ 0 ≤ x ≤ Lx✱
0 ≤ y ≤ Ly ❛♥❞ 0 ≤ z ≤ Lz s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❚❤❡ ✇❛❧❧s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛❜s♦r♣t✐♦♥
❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ αwall ❛♥❞ t❤❡ ❝❛✈✐t② ✐s ❡①❝✐t❡❞ ❜② ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ s♦✉r❝❡ ♦❢ t♦t❛❧ r❛❞✐❛t❡❞ ♣♦✇❡r P t

src ❧♦❝❛t❡❞
❛t (xsrc, ysrc, Lz/2)✳ ❆♥ ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ r❛❞✐✉s acyl ❛♥❞ ❤❡✐❣❤t Lz ❝❛♥ ❜❡ ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛✈✐t②✱
♦r✐❡♥t❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐ts ❛①✐s ✐♥ t❤❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❝❡♥tr❡❞ ❛t (xcyl, ycyl, Lz/2)✳ ❚❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤❛✈❡
❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ αcyl✳

❚❤❡ ❝❛✈✐t② ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ s✉❜✲❝❛✈✐t✐❡s ❧❡❛✈✐♥❣ ❛ ❤♦❧❡ ♦❢ ✇✐❞t❤ whole ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉❧❧
❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ Ly − whole ≤ y ≤ Ly✱ 0 ≤ z ≤ Lz ♦❢ t❤❡ s❤❛r❡❞ x = xpart
✇❛❧❧✳ ❚❤❡ ❤♦❧❡ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ t♦ s♣❛♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❛✈✐t② s♦ t❤❛t t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s
❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐t ✇❛s ❧♦❝❛t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ tpart✳

❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳ ❚❤❡ ✇❛❧❧ ❛♥❞ ❝②❧✐♥❞❡r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝✐❡s
✇❡r❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ♠❛t❝❤ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝❛✈✐t② ❛♥❞ ❝②❧✐♥❞❡r ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✭❋❧✐♥t♦❢t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ❝❡♥tr❡✬s x✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✐s s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥
t❤❡ ✉♥♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❛♥❞ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❝❛✈✐t✐❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛✳

✹✳✷ ❙✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ❞✉❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ♠♦❞❡❧s

❚❤❡ ❊❉▼ ♦❢ ❛♥ ✉♥♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❝❛✈✐t② ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞♦♠❛✐♥ ♠♦❞❡❧ ✭❙❉▼✮ ❛s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✭❛✮✳ ❚❤❡ ❞✐✛✉s✐✈✐t② D ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω ✐s ✉♥✐❢♦r♠ ❛♥❞ t❤❡ s✉r❢❛❝❡s ❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ✇❛❧❧s✱
∂Ωwall✱ ❝②❧✐♥❞❡r✱ ∂Ωcyl✱ ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② t❤❡ s♦✉r❝❡✱ ∂Ωsrc✱ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳ ❚❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ s♦✉r❝❡
✐s ✉s❡❞ ✐❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ❛ s✉r❢❛❝❡ ♦r ✈♦❧✉♠❡ s♦✉r❝❡✱ ❜✉t ✐s ♥♦t ✉s❡❞ ❢♦r ❛ ♣♦✐♥t s♦✉r❝❡✳

❋♦r ❝♦✉♣❧❡❞ ❝❛✈✐t✐❡s t❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❛②s t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❊❉▼✳ ❚❤❡ s✉❜✲❝❛✈✐t✐❡s ❝❛♥ ❜❡
♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣❡rt✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ❡①♣❧✐❝✐t❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡
❣❡♦♠❡tr②❀ t❤✐s ✐s ❛❣❛✐♥ ❛♥ ❙❉▼ ❛♥❞ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✭❜✮✳ ❚❤❡ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❧s ✐♥ ❡❛❝❤
s✉❜✲❝❛✈✐t②✱ ∂Ωwall

1 ❛♥❞ ∂Ωwall
2 ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛♥❞ ✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❛❧s♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♣♦rt✐♦♥s ♦❢

■✳ ❉✳ ❋❧✐♥t♦❢t ✶✹ ❱❡rs✐♦♥ ✶✳✵✱ ✷✹t❤ ❋❡❜r✉❛r②✱ ✷✵✶✽



❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❈r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ xy✲♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ t❡st ❝❛s❡ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧ ❜❧❛❝❦ ❞♦ts r❡♣r❡s❡♥t t❤❡
♣r♦❜❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ③❂❤ ♣❧❛♥❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ s✉r❢❛❝❡ ✇❤✐❝❤ ❢❛❝❡ ✐♥t♦ ❡❛❝❤ s✉❜✲❝❛✈✐t②✱ ∂Ωpart
1 ❛♥❞ ∂Ωpart

2 ✳ ❲❤✐❧❡ ♦♥❧② ❛ s✐♥❣❧❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s
♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛♥ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞✐✛✉s✐✈✐t② ✐s ✉s❡❞ t♦ ❛ss✐❣♥ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❞✐✛✉s✐✈✐t✐❡s D1 ❛♥❞ D2 ✐♥ ❡❛❝❤
s✉❜✲❝❛✈✐t②✿

D(r) =

{
D1 x <= xpart

D2 x > xpart
. ✭✹✳✶✮

❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❤♦❧❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r
✐ts ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✳

❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❝❛✈✐t② ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❞✉❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ♠♦❞❡❧ ✭❉❉▼✮ ❛s s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s✉❜✲❝❛✈✐t✐❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② s❡♣❛r❛t❡ ❞♦♠❛✐♥s Ω1 ❛♥❞ Ω2✳ ❚❤❡
s✉r❢❛❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❤♦❧❡ ✐s ♠❡s❤❡❞ ❛s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❡❛❝❤ s✉❜✲❝❛✈✐t② ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐✜❡❞
❛s ∂Ωhole

12 ❛♥❞ ∂Ωhole
21 ✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ❝♦✉♣❧❡❞ s✉❜✲❝❛✈✐t✐❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ✐♥ ❡❛❝❤ s✉❜✲

❝❛✈✐t② ✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡s D1 ❛♥❞ D2 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♠✉st ❜❡
❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡s ∂Ωhole

12 ❛♥❞ ∂Ωhole
21 ✿

❼ ❊❊❇❈✿ ❊①❝❤❛♥❣❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❡♥❢♦r❝❡ ❘♦❜✐♥ ❇❈s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✶✳✸✹✮✲✭✶✳✸✺✮✳

❼ ❋❈❇❈✿ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✢✉① ✐s ❢♦r❝❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❤♦❧❡ ✉s✐♥❣ ✭✶✳✹✸✮✳ ❋♦r
❧♦ss❧❡ss ❛♣❡rt✉r❡s ✇✐t❤ ✉♥✐t② tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② t❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❊❊❇❈❀

❼ ❙❝❤✇❛r③✿ ❆ ♥♦♥✲♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❙❝❤✇❛r③ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✇❤✐❝❤ ❡♥❢♦r❝❡s ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ ❜♦t❤
t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ✐ts ✢✉①❀ t❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❙❉▼❀

❚❤❡ ❙❉▼✴❙❝❤✇❛r③ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ❛♣❡rt✉r❡ ✐s ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❧❛r❣❡ ❛♥❞ ♠❛② ♦♥❧② ❜❡
❛❝❝✉r❛t❡ ✐♥ t❤✐s r❡❣✐♠❡✳ ❚❤❡ ❊❊❇❈✴❋❈❇❈ ♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦✇ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❛❝r♦ss
❛♣❡rt✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ♠♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r ❛♣❡rt✉r❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t r❡❣✐♠❡✳ ❋♦r ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧②
s♠❛❧❧ ❛♣❡rt✉r❡s t❤❡ ❊❊❇❈ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠✉st ❜❡ ✉s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ✭❚❊✮
✐♥❝❧✉❞❡❞✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡s ♦♥ t❤❡ r❡❛❧♠ ♦❢ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣❡rt✉r❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
r❡q✉✐r❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❡✐t❤❡r ❜② ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦r ✉s✐♥❣ ❢✉❧❧✲✇❛✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

✹✳✸ ❖✈❡r❛❧❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✇♦r❦✲✢♦✇

❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊❉▼ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❖♣❡♥ ❙♦✉r❝❡ t♦♦❧s✿

✶✳ ●♠s❤✿ ❋♦r ✸❉ s♦❧✉t✐♦♥s ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❈❆❉♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ✐s ❝r❡❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ●♠s❤ ✭●❡✉③❛✐♥❡
❛♥❞ ❘❡♠❛❝❧❡✱ ✷✵✵✾✮✳ ●♠s❤ ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡❞ ❛ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ♠❡s❤ ❢r♦♠ t❤✐s ❈❆❉ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤

■✳ ❉✳ ❋❧✐♥t♦❢t ✶✺ ❱❡rs✐♦♥ ✶✳✵✱ ✷✹t❤ ❋❡❜r✉❛r②✱ ✷✵✶✽



P❛r❛♠❡t❡r ❱❛r✐❛❜❧❡ ❱❛❧✉❡

●❡♦♠❡tr✐❝❛❧

Lx ▲① ✵✳✾✵♠

Ly ▲② ✵✳✹✺♠

Lz ▲③ ✵✳✹✺♠

xpart ♣❛rt❳ ✵✳✹✺♠

tpart ♣❛rt❚❤✐❝❦♥❡ss ✵✳✵✵✺♠

whole ❤♦❧❡❲✐❞t❤ ✵✳✵✹♠

xsrc sr❝❳ ✵✳✵✺♠

ysrc sr❝❨ ✵✳✷✷✺♠

zsrc sr❝❩ ✵✳✷✷✺♠

asrc sr❝❘❛❞✐✉s ✵✳✵✷♠

xcyl ❝②❧❳ ✵✳✻✼✺✴✵✳✼✵✵♠a

ycyl ❝②❧❨ ✵✳✷✷✺♠

zcyl ❝②❧❩ ✵✳✷✷✺♠

acyl ❝②❧❘❛❞✐✉s ✵✳✵✺♠

❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝

P t
src sr❝❚❘P ✶❲

αwall ✇❛❧❧❆❊ ✵✳✵✵✷✼

αpart ♣❛rt❆❊ ✵✳✵✵✷✼

αcyl ❝②❧❆❊ ✵✳✾✺

❚❛❜❧❡ ✶✿ Pr✐♠❛r② ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥❛♠❡s ❢♦r t❤❡ t❡st ❝❛s❡s✳ a❝②❧❳ ✐s ✵✳✼ ✐♥ t❤❡ ✉♥♣❛rt✐t✐♦♥❡❞
❝❛✈✐t② ❛♥❞ ✵✳✻✼✺♠ ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❝❛✈✐t②✳

✐s t❤❡♥ ❡①♣♦rt❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ■◆❘■❆ ▼❡❞✐t ❢♦r♠❛t✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♠❡s❤ ❢♦r t❤❡ ❧♦❛❞❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞
❝❛✈✐t② ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳

✷✳ ❋r❡❡❋❊▼✰✰✿ ❚❤❡ ❋❊▼ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❋r❡❡❋❊▼✰✰ ✭❍❡❝❤t✱ ✷✵✶✸✮✳ ❋♦r ✷❉ s♦❧✉✲
t✐♦♥s t❤❡ ♠❡s❤ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ✇✐t❤✐♥ ❋r❡❡❋❊▼✰✰✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r ✸❉ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❡ ♠❡s❤ ✐s ✐♠♣♦rt❡❞
✐♥ ■◆❘■❆ ▼❡❞✐t ❢♦r♠❛t✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✢✉① ❛r❡ ❡①♣♦rt❡❞ ✐♥
s❛♠♣❧❡❞ ❢♦r♠ t♦ ❆❙❈■■ ✜❧❡s✳

✸✳ ❖❝t❛✈❡✿ P♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② ✐♠♣♦rt✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡❞ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②
✢✉① ✐♥t♦ ●◆❯ ❖❝t❛✈❡✳ ❚❤❡ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ s❝r✐♣ts ❛r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ▼❆❚▲❆❇✳

❚❤❡ ✐♥♣✉t ❢♦r ●♠s❤✱ ❋r❡❡❋❊▼✰✰ ❛♥❞ ❖❝t❛✈❡ ✐s ❛❧❧ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ❆❙❈■■ t❡①t ✜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳❣❡♦✱
✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ●♠s❤✬s ✏❣❡♦✑ ❢♦r♠❛t✳ ❚❤❡ ✜❧❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❧✐♥❡s✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛ss✐❣♥s ❛ ✈❛❧✉❡ t♦ ❛
✈❛r✐❛❜❧❡✿

✐s❙r❝ ❂ ✵❀ ✴✴ ❲❤❡t❤❡r t♦ ♠❡s❤ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛s ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡ ❬✵✴✶❪✳

✐s❈②❧ ❂ ✶❀ ✴✴ ❲❤❡t❤❡r t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ❬✵✴✶❪✳

✐sP❛rt ❂ ✶❀ ✴✴ ❲❤❡t❤❡r t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❬✵✴✶❪✳

✐s❙❛❜✐♥❡ ❂ ✶❀ ✴✴ ❲❤❡t❤❡r t♦ ✉s❡ ❙❛❜✐♥❡ ♦r ❏✐♥❣ ✫ ❳✐❛♥❣ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ♠♦❞❡❧ ❬✵✴✶❪✳

▲① ❂ ✵✳✾❀ ✴✴ ❈❛✈✐t② s✐③❡ ✐♥ ①✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❬♠❪✳

▲② ❂ ✵✳✹✺❀ ✴✴ ❈❛✈✐t② s✐③❡ ✐♥ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❬♠❪✳

▲③ ❂ ✵✳✹✺❀ ✴✴ ❈❛✈✐t② s✐③❡ ✐♥ ③✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❬♠❪✳

✇❛❧❧❆❊ ❂ ✵✳✵✵✷✼❀ ✴✴ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❡❢❢✐❝✐❡♥❝② ♦❢ ✇❛❧❧s ❬✲❪✳

♣❛rt❳ ❂ ✵✳✹✺❀ ✴✴ ①✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❬♠❪✳

♣❛rt❚❤✐❝❦♥❡ss ❂ ✵✳✵✵✺❀ ✴✴ P❛rt✐t✐♦♥ t❤✐❝❦♥❡ss ❬♠❪✳

■✳ ❉✳ ❋❧✐♥t♦❢t ✶✻ ❱❡rs✐♦♥ ✶✳✵✱ ✷✹t❤ ❋❡❜r✉❛r②✱ ✷✵✶✽



✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❉♦♠❛✐♥ ♥♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡ ❢♦r t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❞♦♠❛✐♥ ♠♦❞❡❧ ✭❙❉▼✮ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❝❛✈✐t②
✭❛✮ ❛♥❞ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❝❛✈✐t② ✭❜✮✳

♣❛rt❆❊ ❂ ✵✳✵✵✷✼❀ ✴✴ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❡❢❢✐❝✐❡♥❝② ♦❢ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❬✲❪✳

❤♦❧❡❲✐❞t❤ ❂ ✵✳✵✹❀ ✴✴ ❆♣❡rt✉r❡ ✇✐❞t❤ ❬♠❪✳

❤♦❧❡❚❊ ❂ ✶✳✵❀ ✴✴ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡❢❢✐❝✐❡♥❝② ♦❢ ❤♦❧❡ ❬✲❪✳

❝②❧❳❲✐t❤P❛rt ❂ ✵✳✻✼✺❀ ✴✴ ①✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ ❝②❧✐♥❞❡r ✐❢ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t ❬♠❪✳

❝②❧❳❲✐t❤♦✉tP❛rt ❂ ✵✳✼❀ ✴✴ ①✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ ❝②❧✐♥❞❡r ✐❢ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♣r❡s❡♥t ❬♠❪✳

❝②❧❨ ❂ ✵✳✷✷✺❀ ✴✴ ②✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ ❝②❧✐♥❞❡r ❬♠❪✳

❝②❧❘❛❞✐✉s ❂ ✵✳✵✺❀ ✴✴ ❈②❧✐♥❞❡r r❛❞✐✉s ❬♠❪✳

❝②❧❆❊ ❂ ✵✳✾✺❀ ✴✴ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❡❢❢✐❝✐❡♥❝② ♦❢ ❝②❧✐♥❞❡r ❬✲❪✳

sr❝❳ ❂ ✵✳✵✺❀ ✴✴ ①✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ s♦✉r❝❡ ❬♠❪✳

sr❝❨ ❂ ✵✳✷✷✺❀ ✴✴ ②✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ s♦✉r❝❡ ❬♠❪✳

sr❝❩ ❂ ✵✳✷✷✺❀ ✴✴ ③✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ s♦✉r❝❡ ❬♠❪✳

sr❝❘❛❞✐✉s ❂ ✵✳✵✷❀ ✴✴ ❙♦✉r❝❡ r❛❞✐✉s ✐❢ ♠❡s❤❡❞ ❛s s♣❤❡r❡ ❬♠❪✳

sr❝❚❘P ❂ ✶❀ ✴✴ ❚♦t❛❧ r❛❞✐❛t❡❞ ♣♦✇❡r ♦❢ s♦✉r❝❡ ❬❲❪✳

■♥ ♦r❞❡r ❢♦r ❋r❡❡❋❊▼✰✰ ❛♥❞ ❖❝t❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣❛rs❡ t❤❡ ✜❧❡ ❝♦rr❡❝t❧② ✐t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t❤❛t s♣❛❝❡s ❛r❡
❧❡❢t ♦♥ ❡✐t❤❡r s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ✏❂✑ s✐❣♥✳ ❚❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶ ❢♦✉r ❜♦♦❧❡❛♥ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs ✐s❙r❝✱ ✐s❈②❧✱ ✐sP❛rt ❛♥❞ ✐s❙❛❜✐♥❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞✿

❼ ✐s❙r❝✿ ■❢ tr✉❡✱ ❛ s♠❛❧❧ s♣❤❡r❡ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡s❤ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s♦✉r❝❡ ✉s✐♥❣ ❛ s✉r❢❛❝❡✱ ♦t❤❡r✇✐s❡
❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ❞❡❧t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♦✉r❝❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞❀

❼ ✐s❈②❧✿ ■❢ tr✉❡✱ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr②❀

❼ ✐sP❛rt✿ ■❢ tr✉❡✱ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞❀

❼ ✐s❙❛❜✐♥❡✿ ■❢ tr✉❡✱ t❤❡ ❙❛❜✐♥❡ ❊❈ ✭✶✳✶✼✮ ✐s ✉s❡❞✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ ❏✐♥❣ ❛♥❞ ❳✐❛♥❣ ❊❈ ✭✶✳✶✾✮ ✐s ✉s❡❞✳

■✳ ❉✳ ❋❧✐♥t♦❢t ✶✼ ❱❡rs✐♦♥ ✶✳✵✱ ✷✹t❤ ❋❡❜r✉❛r②✱ ✷✵✶✽



❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❉♦♠❛✐♥ ♥♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❞✉❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ♠♦❞❡❧ ✭❉❉▼✮ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞
❝❛✈✐t②✳

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❚❡tr❛❤❡❞r❛❧ ♠❡s❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❝❛✈✐t✐❡s t❡st✲❝❛s❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❧♦ss② ❝②❧✐♥❞❡r✳

✺ ❘❡s✉❧ts

❊❉▼ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✺✳✶ t♦ ✺✳✹ ❢♦r ❜❛s❡❧✐♥❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ t❡st ❝❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣❛r❛♠❡t❡rs✿

❼ ❚❤❡ ❙❛❜✐♥❡ ❊❈ ✭✶✳✶✼✮ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❛❧❧ s✉r❢❛❝❡s❀

❼ ❋♦r t❤❡ ❧♦❛❞❡❞ ❝❛s❡s t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ✭✶✳✶✵✮❀

❼ ❚❤❡ s♣❡❝✉❧❛r✐t② ❢❛❝t♦r ✭✶✳✶✹✮ ✐s t❛❦❡♥ t♦ ❜❡ ✉♥✐t②✳

❋♦r ❝♦✉♣❧❡❞ ❝❛✈✐t✐❡s r❡s✉❧ts ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ❢♦r ❙❉▼ ❛♥❞ ❊❊❇❈ ❉❉▼ ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥ ❡❛❝❤ ❝❛s❡ ✐t ✇❛s ✈❡r✐✜❡❞
t❤❛t t❤❡ ❋❈❇❈ ❛♥❞ ❊❊❇❈ ❉❉▼ ❣❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❧✐❦❡✇✐s❡ ❢♦r t❤❡ ❙❉▼ ❛♥❞ ♥♦♥✲♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣
❙❝❤✇❛r③ ❉❉▼✳ ●❡♥❡r❛❧❧② t❤❡ ❋❈❇❈ ❛♥❞ ❊❊❇❈ ❛❣r❡❡❞ t♦ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦❧❡r❛♥❝❡ r❡q✉❡st❡❞
✭✵✳✶✪✮ ✐♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❙❉▼ ❛♥❞ ❙❝❤✇❛r③ ❉❉▼ ✇❛s ✈❡r②
s❧✐❣❤t❧② ✇♦rs❡ t❤❛♥ t❤❡ r❡q✉❡st❡❞ t♦❧❡r❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ♠❡s❤❡s✳ ❉❡r✐✈❡❞
♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❛❧❧ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ t❡st✲❝❛s❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳

■✳ ❉✳ ❋❧✐♥t♦❢t ✶✽ ❱❡rs✐♦♥ ✶✳✵✱ ✷✹t❤ ❋❡❜r✉❛r②✱ ✷✵✶✽



P❛r❛♠❡t❡r ❯♥✐t ❱❛❧✉❡

✇❛❧❧❊❈ ♠✴s ✷✳✵✷✸✻×105

❝②❧❊❈ ♠✴s ✼✳✶✷✵✶×107

♣❛rt❊❈ ♠✴s ✷✳✵✷✸✻×105

❤♦❧❡❊❈ ♠✴s ✼✳✹✾✹✽×107

❤♦❧❡❆r❡❛ ♠2 ✵✳✵✶✽✵✵✵

❤♦❧❡❚❈❙ ♠2 ✵✳✵✵✹✺✵✵✵

❝②❧❆r❡❛ ♠2 ✵✳✶✹✶✸✼

❝②❧❆❈❙ ♠2 ✵✳✵✸✸✺✼✻

❚❛❜❧❡ ✷✿ ❈♦♠♠♦♥ ❞❡r✐✈❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ t❡st✲❝❛s❡s✳

✺✳✶ ❊♠♣t② ✉♥♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❝❛✈✐t②

❚❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❡♠♣t② ✉♥♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❝❛✈✐t② ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸ ❛♥❞ t❤❡ s✉♠♠❛r②
st❛t✐st✐❝s ❢♦r t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ❊❉▼ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥
❢♦r ✷❉ ❛♥❞ ✸❉ ❙❉▼ ❝❛s❡s ❛♥❞ ❛❧s♦ ❢♦r t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s P❲❇ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ✐s ✈❡r② ✉♥✐❢♦r♠✱
✇✐t❤ ❛ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✭❈❖❱✮ ♦❢ ❛❜♦✉t ✵✳✻✪✳ ❆❧❧ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✐♥ ❝❧♦s❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱
s✐♥❝❡ t❤❡ ❧♦ss ✐♥ t❤❡ ❝❛✈✐t② ✐s ✈❡r② ❧♦✇✳

P❛r❛♠❡t❡r ❯♥✐t ❱❛❧✉❡

✇❛❧❧❆r❡❛ ♠2 ✷✳✵✷✺

❝❛✈✐t②❆r❡❛ ♠2 ✷✳✵✷✺

❝❛✈✐t②❱♦❧✉♠❡ ♠3 ✵✳✶✽✷✷✺

✇❛❧❧▼❋P ♠ ✵✳✸✻

❝❛✈✐t②▼❋P ♠ ✵✳✸✻

✇❛❧❧❉ ♠2✴s ✸✳✺✾✼✺×107

❝❛✈✐t②❉ ♠2✴s ✸✳✺✾✼✺×107

✇❛❧❧❆❈❙ ♠2 ✵✳✵✵✶✸✻✻✾

❝❛✈✐t②❆❈❙ ♠2 ✵✳✵✵✶✸✻✻✾

❚❛❜❧❡ ✸✿ ❉❡r✐✈❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ✉♥♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❡♠♣t② ❝❛✈✐t②✳

❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✭❛✮ ❛t y = Ly/2 ❛♥❞ ✈❛r✐♦✉s
✈❛❧✉❡s ♦❢ x✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❛♥③❛t③ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❑❛♥t♦r♦✈✐❝❤ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s s❡❡♥ t♦ ❜❡ q✉✐t❡
❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ✷❉ ♠♦❞❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s ✈❡r② ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ x✲
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢♦r z = Lz/2 ❛♥❞ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ y ♣♦s✐t✐♦♥s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✭❜✮✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ❢❛❧❧s
♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r ❛ ❤❛r♠♦♥✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡
♦♣❡r❛t♦r✳ ❆t t❤❡ s♦✉r❝❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t② t❤❡ ❊❉▼ ♣r❡❞✐❝ts ❤✐❣❤❡r ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② t❤❛♥ P❲❇✱ ✇❤✐❧❡ ❛t
t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❡♥❞ t❤❡ ❊❉▼ r❡s✉❧t ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ P❲❇ r❡s✉❧t✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ❊❉▼
✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹ ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ P❲❇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭P❉❋✮ ❢♦r t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ❝❛✈✐t② ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✭❝✮❀ ✐t ✐s ❛ ♥❛rr♦✇ ♠♦♥♦♠♦❞❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✻ s❤♦✇s ♠❛♣s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ z = Lz/2 ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ✐s s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✻✭❛✮ ❛s ❛ ❤②❜r✐❞ ❤❡❛t ❛♥❞ ❝♦♥t♦✉r ♠❛♣❀ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ✐s s❡❡♥ t♦ ❜❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✉♥✐❢♦r♠ ✐♥ t❤❡
y✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡✳ ❚❤❡ ✉♥✐❢♦r♠✐t② s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✭❜✮ ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❊❉▼ ❛♥❞
P❲❇ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ③❡r♦ ✐s♦❧✐♥❡ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② x = 0.35✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t ✐♥ ✻✺✪ ♦❢
t❤❡ ❝❛✈✐t② t❤❡ ❊❉▼ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ P❲❇ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r

■✳ ❉✳ ❋❧✐♥t♦❢t ✶✾ ❱❡rs✐♦♥ ✶✳✵✱ ✷✹t❤ ❋❡❜r✉❛r②✱ ✷✵✶✽



✭❛✮

✭❜✮

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❊❉▼ ♦❢ t❤❡ ✉♥❧♦❛❞❡❞ ✉♥♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❝❛✈✐t②✿ ✭❛✮ ◆♦r♠❛❧✐s❡❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r
❞❡♥s✐t②❀ ✭❜✮ P♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ✐♥ t❤❡ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❝❡♥tr❡❀ ✭❝✮ P❉❋ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r
❞❡♥s✐t② t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❝❛✈✐t② ✈♦❧✉♠❡✳

■✳ ❉✳ ❋❧✐♥t♦❢t ✷✵ ❱❡rs✐♦♥ ✶✳✵✱ ✷✹t❤ ❋❡❜r✉❛r②✱ ✷✵✶✽



✭❛✮

✭❜✮

✭❝✮

✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ✸❉ ❊❉▼ ♠❛♣s ✐♥ t❤❡ z✲♥♦r♠❛❧ ♣❧❛♥❡ ❛t t❤❡ ❤❛❧❢ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❢♦r t❤❡ ✉♥❧♦❛❞❡❞
✉♥♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❝❛✈✐t②✿ ✭❛✮ P♦✇❡r ❞❡♥s✐t②❀ ✭❜✮ ❊♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s P❲❇ ♠♦❞❡❧❀
✭❝✮ ❆♥✐s♦tr♦♣②❀ ✭❞✮ ❊♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✢✉①✳

■✳ ❉✳ ❋❧✐♥t♦❢t ✷✶ ❱❡rs✐♦♥ ✶✳✵✱ ✷✹t❤ ❋❡❜r✉❛r②✱ ✷✵✶✽



P♦✇❡r ❞❡♥s✐t② P❲❇ ❊❉▼

✷❉ ❙❉▼ ✸❉ ❙❉▼

❱❛❧✉❡ ❛t ❝❡♥tr❡ ✭❞❇❲♠−2) ✷✽✳✻✹ ✷✽✳✻✸ ✷✽✳✻✸

▼❡❛♥ ✭❞❇❲♠−2) ✷✽✳✻✹ ✷✽✳✻✸ ✷✽✳✻✸

▼✐♥✐♠✉♠ ✭❞❇❲♠−2) ✷✽✳✻✹ ✷✽✳✻✵ ✷✽✳✵✸

▼❛①✐♠✉♠ ✭❞❇❲♠−2) ✷✽✳✻✹ ✷✽✳✼✶ ✷✽✳✼✹

❙t❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✭❞❇❲♠−2) ✵ ✻✳✺✵ ✻✳✶✼

❈♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✭✪✮ ✵ ✵✳✻✶ ✵✳✺✼

❚❛❜❧❡ ✹✿ ❙t❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ r❡✈❡r❜❡r❛♥t ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ✉♥♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❡♠♣t② ❝❛✈✐t②✳

❞❡♥s✐t② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

Υ(r) =
c0w(r)

c0w(r)− |J(r)|
✭✺✳✶✮

❛♥❞ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✭❝✮❀ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✐t ♠✉st ❜❡ ❣r❡❛t❡r ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ s♦✉r❝❡✳ ■♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t② t❤❡
❛♥✐s♦tr♦♣② ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ✵✳✵✺ ❞❇✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✭❝✮ s❤♦✇s t❤❡ ✢✉① ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❛s ❛ ❤②❜r✐❞ ❤❡❛t ❛♥❞
✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ ♠❛♣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦❧♦✉r ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛rr♦✇ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✢✉① ✐s ❛❣❛✐♥
r❡❧❛t✐✈❡❧② ✉♥✐❢♦r♠ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳

✺✳✷ ❯♥♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❝❛✈✐t② ✇✐t❤ ❛ ❝②❧✐♥❞❡r

❚❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❧♦❛❞❡❞ ✉♥♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❝❛✈✐t② ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
s✉♠♠❛r② st❛t✐st✐❝s ❢♦r t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ❊❉▼ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳ ❘❡s✉❧ts
❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❢♦r ✷❉ ❛♥❞ ✸❉ ❙❉▼ ❝❛s❡s ❛♥❞ ❛❧s♦ ❢♦r t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s P❲❇ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t②
✈❛r✐❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t② ✇✐t❤ ❛ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✭❈❖❱✮ ♦❢ ❛❜♦✉t ✷✸✱✪✳
❚❤❡ ✷❉ ❛♥❞ ✸❉ ❊❉▼ ❛r❡ st✐❧❧ ✐♥ ❝❧♦s❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜✉t ❞✐✈❡r❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s P❲❇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳
❊✈❡♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❊❉▼ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ ✶✹✳✸ ❞❇❲♠−2 ❞❡✈✐❛t❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ P❲❇ ✈❛❧✉❡ ♦❢
✶✶✳✾ ❞❇❲♠−2✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✇❛s ✈❡r✐✜❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❊❉▼ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ t❡st✲
❝❛s❡✳

P❛r❛♠❡t❡r ❯♥✐t ❱❛❧✉❡

✇❛❧❧❆r❡❛ ♠2 ✷✳✵✵✾✸

❝❛✈✐t②❆r❡❛ ♠2 ✷✳✶✺✵✼

❝❛✈✐t②❱♦❧✉♠❡ ♠3 ✵✳✶✼✽✼✷

✇❛❧❧▼❋P ♠ ✵✳✸✺✺✼✽

❝②❧▼❋P ♠ ✺✳✵✺✻✻

❝❛✈✐t②▼❋P ♠ ✵✳✸✸✷✸✾

✇❛❧❧❉ ♠2✴s ✸✳✺✺✺✸×107

❝②❧❉ ♠2✴s ✺✳✵✺✸✶×108

❝❛✈✐t②❉ ♠2✴s ✸✳✸✷✶✻×107

✇❛❧❧❆❈❙ ♠2 ✵✳✵✵✶✸✺✻✸

❝❛✈✐t②❆❈❙ ♠2 ✵✳✵✸✹✾✸✷

❚❛❜❧❡ ✺✿ ❉❡r✐✈❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ✉♥♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❧♦❛❞❡❞ ❝❛✈✐t②✳

❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✭❛✮ ❛t y = Ly/2 ❛♥❞ ✈❛r✐♦✉s
✈❛❧✉❡s ♦❢ x✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❛♥③❛t③ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❑❛♥t♦r♦✈✐❝❤ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s s❡❡♥ t♦ ❜❡ ❧❡ss

■✳ ❉✳ ❋❧✐♥t♦❢t ✷✷ ❱❡rs✐♦♥ ✶✳✵✱ ✷✹t❤ ❋❡❜r✉❛r②✱ ✷✵✶✽



✭❛✮

✭❜✮

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❊❉▼ ♦❢ t❤❡ ❧♦❛❞❡❞ ✉♥♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❝❛✈✐t②✿ ✭❛✮ ◆♦r♠❛❧✐s❡❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t②❀
✭❜✮ P♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ✐♥ t❤❡ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❝❡♥tr❡❀ ✭❝✮ P❉❋ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t②
t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❝❛✈✐t② ✈♦❧✉♠❡✳

■✳ ❉✳ ❋❧✐♥t♦❢t ✷✸ ❱❡rs✐♦♥ ✶✳✵✱ ✷✹t❤ ❋❡❜r✉❛r②✱ ✷✵✶✽



✭❛✮

✭❜✮

✭❝✮

✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✽✿ ✸❉ ❊❉▼ ♠❛♣s ✐♥ t❤❡ z✲♥♦r♠❛❧ ♣❧❛♥❡ ❛t t❤❡ ❤❛❧❢ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❢♦r t❤❡ ❧♦❛❞❡❞ ✉♥♣❛r✲
t✐t✐♦♥❡❞ ❝❛✈✐t②✿ ✭❛✮ P♦✇❡r ❞❡♥s✐t②❀ ✭❜✮ ❊♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s P❲❇ ♠♦❞❡❧❀ ✭❝✮
❆♥✐s♦tr♦♣②❀ ✭❞✮ ❊♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✢✉①✳

■✳ ❉✳ ❋❧✐♥t♦❢t ✷✹ ❱❡rs✐♦♥ ✶✳✵✱ ✷✹t❤ ❋❡❜r✉❛r②✱ ✷✵✶✽



P♦✇❡r ❞❡♥s✐t② P❲❇ ❊❉▼

✷❉ ❙❉▼ ✸❉ ❙❉▼

❱❛❧✉❡ ❛t ❝❡♥tr❡ ✭❞❇❲♠−2) ✶✹✳✺✼ ✶✺✳✾✵ ✶✺✳✽✺

▼❡❛♥ ✭❞❇❲♠−2) ✶✹✳✺✼ ✶✻✳✵✵ ✶✺✳✾✸

▼✐♥✐♠✉♠ ✭❞❇❲♠−2) ✶✹✳✺✼ ✶✹✳✶✷ ✶✷✳✻✾

▼❛①✐♠✉♠ ✭❞❇❲♠−2) ✶✹✳✺✼ ✶✼✳✼✷ ✶✽✳✶✷

❙t❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✭❞❇❲♠−2) ✵ ✾✳✺✹ ✾✳✸✼

❈♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✭✪✮ ✵ ✷✷✳✻ ✷✷✳✶

❚❛❜❧❡ ✻✿ ❙t❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ r❡✈❡r❜❡r❛♥t ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ✉♥♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❝❛✈✐t② ✇✐t❤ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r✳

❛❝❝✉r❛t❡❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✷❉ ♠♦❞❡❧ st✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡s ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡
x ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢♦r z = Lz/2 ❛♥❞ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ y ♣♦s✐t✐♦♥s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✭❜✮✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ❛❣❛✐♥
❢❛❧❧s ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡✳ ❆t t❤❡ s♦✉r❝❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t② t❤❡ ❊❉▼
♣r❡❞✐❝ts ❤✐❣❤❡r ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② t❤❛♥ P❲❇✱ ✇❤✐❧❡ ❛t t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❡♥❞ t❤❡ ❊❉▼ r❡s✉❧t ✐s ❛ ❧✐tt❧❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥
t❤❡ P❲❇ r❡s✉❧t✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ❊❉▼ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹ ✐s ✶✳✺ ❞❇ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ P❲❇
♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭P❉❋✮ ❢♦r t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ❝❛✈✐t② ✐s s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✭❝✮❀ ✐t ✐s ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✽ s❤♦✇s ♠❛♣s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ z = Lz/2 ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✽✭❛✮ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❞❡❝r❡❛s❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❛✈✐t②✱ ✇✐t❤ ❛ s❤❛❞♦✇ r❡❣✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r✳
❚❤❡ ✉♥✐❢♦r♠✐t② s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✭❜✮ ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❊❉▼ ❛♥❞ P❲❇ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ③❡r♦ ✐s♦❧✐♥❡
✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t ✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t② t❤❡ ❊❉▼ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡
P❲❇ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✭❝✮❀ ✐t ✐s ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥
❢♦r t❤❡ ✉♥❧♦❛❞❡❞ ❝❛✈✐t② ✇✐t❤ ❛ t②♣✐❝❛❧❧② ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✵✳✺ ❞❇✳ ❋✐❣✉r❡ ✽✭❝✮ s❤♦✇s t❤❡ ✢✉① ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②✱
✇❤✐❝❤ ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇s t❤❡ ✢♦✇ ♦❢ r❡✈❡r❜❡r❛♥t ♣♦✇❡r ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡ t♦ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r✳

✺✳✸ ❊♠♣t② ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❝❛✈✐t②

❚❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❡♠♣t② ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❝❛✈✐t② ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✼ ❛♥❞ t❤❡ s✉♠♠❛r② st❛t✐st✐❝s
❢♦r t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ❊❉▼ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✽✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❢♦r ✷❉ ❛♥❞
✸❉ ❙❉▼ ❝❛s❡s✱ ❊❊❇❈ ❛♥❞ ❙❉▼ ♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡ ❤♦❧❡✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❢♦r t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s P❲❇ ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ✐s ❢❛✐r❧② ✉♥✐❢♦r♠ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ s✉❜✲❝❛✈✐t②✱ ✇✐t❤ ❛ ❈❖❱ ♦❢ ❛❜♦✉t ✵✳✻✺✪ ✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡
❝❛✈✐t② ❛♥❞ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✵✳✹✺✪ ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❝❛✈✐t②✳ ❚❤❡ ✷❉ ❛♥❞ ✸❉ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✐♥ ✈❡r② ❝❧♦s❡
❛❣r❡❡♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❊❊❇❈ ❛♥❞ ❙❉▼ ♠♦❞❡❧s ♦♥❧② ❞✐✛❡r ❜② ❛❜♦✉t ✶✪✳

❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❙❉▼ ❛♥❞ ❊❊❇❈ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✾✭❛✮ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✭❛✮ ❛t y = Ly/2 ❛♥❞ ✈❛r✐♦✉s ✈❛❧✉❡s ♦❢ x✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❛♥③❛t③ ✉s❡❞
✐♥ t❤❡ ❑❛♥t♦r♦✈✐❝❤ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s s❡❡♥ t♦ ❜❡ q✉✐t❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ✷❉ ♠♦❞❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s ✈❡r② ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts✳
❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ x ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢♦r z = Lz/2 ❛♥❞ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ y ♣♦s✐t✐♦♥s ✐s s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✭❜✮ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✭❜✮ ❢♦r t❤❡ ❙❉▼ ❛♥❞ ❊❊❇❈✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ✉♥✐❢♦r♠ ✐♥ ❡❛❝❤
s✉❜✲❝❛✈✐t②✱ ❢❛❧❧✐♥❣ s❧✐❣❤t❧② t♦✇❛r❞s t❤❡ ❤♦❧❡ ✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ s✉❜✲❝❛✈✐t② ❛♥❞ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❤♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞
s✉❜✲❝❛✈✐t②✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s t❤❡r❡ ✐s ❛ r❛♣✐❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦✇❡r ❛t t❤❡ ❤♦❧❡❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s
❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉❜✲❝❛✈✐t✐❡s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❙❉▼ ❛♥❞ ❊❊❇❈ ♠❡t❤♦❞s
♦❢ tr❡❛t✐♥❣ t❤❡ ❛♣❡rt✉r❡ ❇❈✳ ❚❤❡ ❙❉▼ ♣r❡❞✐❝ts ❛ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧ ❧❡✈❡❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t❤❛♥ t❤❡ ❊❊❇❈✳ ❚❤❡ ❧❡✈❡❧
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❊❊❇❈ ♠♦❞❡❧ ✐s q✉✐t❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ P❲❇ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❋♦r❝✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉✐t②
♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ✐ts ✢✉① ❛♣♣❡❛rs t♦ ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝❛✈✐t✐❡s✱
✇❤✐❧❡ ♦♥❧② ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✢✉① ❛❧❧♦✇s ❛ ❣r❡❛t❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭P❉❋✮ ❢♦r t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ s✉❜✲❝❛✈✐t✐❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✭❝✮ ❛♥❞
❋✐❣✉r❡ ✶✶✭❝✮✳

❋✐❣✉r❡ ✶✵ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✶✷ s❤♦✇s ♠❛♣s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ z = Lz/2 ♣❧❛♥❡ ❢♦r t❤❡ ❙❉▼ ❛♥❞
❊❊❇❈ ♠♦❞❡❧s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t✐❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✭❛✮ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✭❛✮ ❛s ❤②❜r✐❞
❤❡❛t ❛♥❞ ❝♦♥t♦✉r ♠❛♣s❀ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ✐s s❡❡♥ t♦ ❢❛❧❧ ♦✛ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s♦✉r❝❡ s✉❜✲❝❛✈✐t② t♦✇❛r❞s t❤❡
❛♣❡rt✉r❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ s✉❜✲❝❛✈✐t② ✐♥❝r❡❛s❡ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❤♦❧❡✳ ❚❤❡ ✉♥✐❢♦r♠✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❙❉▼

■✳ ❉✳ ❋❧✐♥t♦❢t ✷✺ ❱❡rs✐♦♥ ✶✳✵✱ ✷✹t❤ ❋❡❜r✉❛r②✱ ✷✵✶✽



P❛r❛♠❡t❡r ❯♥✐t ❙♦✉r❝❡ s✉❜✲❝❛✈✐t② ❈♦✉♣❧❡❞ s✉❜✲❝❛✈✐t②

✇❛❧❧❆r❡❛ ♠2 ✶✳✵✵✽✵ ✶✳✵✵✽✵

♣❛rt❆r❡❛ ♠2 ✵✳✶✽✹✺ ✵✳✶✽✹✺

❤♦❧❡❆r❡❛ ♠2 ✵✳✵✶✽✵ ✵✳✵✶✽✵

❝❛✈✐t②❆r❡❛ ♠2 ✶✳✷✶✵✺ ✶✳✷✶✵✺

❝❛✈✐t②❱♦❧✉♠❡ ♠3 ✵✳✵✾✵✻✶✾ ✵✳✵✾✵✻✶✾

✇❛❧❧▼❋P ♠ ✵✳✸✺✾✻✵ ✵✳✸✺✾✻✵

♣❛rt▼❋P ♠ ✶✳✾✻✹✻ ✶✳✾✻✹✻

❝❛✈✐t②▼❋P ♠ ✵✳✷✾✾✹✹ ✵✳✷✾✾✹✹

✇❛❧❧❉ ♠2✴s ✸✳✺✾✸✺×107 ✸✳✺✾✸✺×107

♣❛rt❉ ♠2✴s ✶✳✾✻✸✸×108 ✶✳✾✻✸✸×108

❝❛✈✐t②❉ ♠2✴s ✷✳✾✾✷✹×107 ✷✳✾✾✷✹×107

✇❛❧❧❆❈❙ ♠2 ✵✳✵✵✵✻✽✵✹✵ ✵✳✵✵✵✻✽✵✹✵

♣❛rt❆❈❙ ♠2 ✵✳✵✵✵✶✷✹✺✹ ✵✳✵✵✵✶✷✹✺✹

❝❛✈✐t②❆❈❙ ♠2 ✵✳✵✵✵✽✵✹✾✹ ✵✳✵✵✵✽✵✹✾✹

❚❛❜❧❡ ✼✿ ❉❡r✐✈❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ✉♥❧♦❛❞❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❝❛✈✐t②✳

❛♥❞ ❊❊❇❈ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✭❜✮ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✭❜✮ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❊❉▼ ❛♥❞ P❲❇ ♣♦✇❡r
❞❡♥s✐t✐❡s✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s t❤❡ ❊❉▼ ♣r❡❞✐❝ts ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡s t❤❛♥ t❤❡ P❲❇ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❝❛✈✐t② ❛♥❞
❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❝❛✈✐t②✳ ❚❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✭❝✮ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✭❝✮ ❛♥❞ ❛r❡
❢❛✐r❧② s✐♠✐❧❛r ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❛♣❡rt✉r❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❛s ❛r❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✢✉①❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✭❝✮ ❛♥❞
❋✐❣✉r❡ ✶✷✭❝✮✳

✺✳✹ P❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❝❛✈✐t② ✇✐t❤ ❛ ❝②❧✐♥❞❡r

❚❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❝❛✈✐t② ❧♦❛❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✾ ❛♥❞
t❤❡ s✉♠♠❛r② st❛t✐st✐❝s ❢♦r t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ❊❉▼ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✵✳
❘❡s✉❧ts ❛r❡ ❛❣❛✐♥ ❣✐✈❡♥ ❢♦r ✷❉ ❛♥❞ ✸❉ ❙❉▼ ❝❛s❡s✱ ❊❊❇❈ ❛♥❞ ❙❉▼ ♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡ ❤♦❧❡✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❢♦r t❤❡
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s P❲❇ ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ♥♦✇ ✈❛r✐❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ s✉❜✲❝❛✈✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❧❡✈❡❧ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ s✉❜✲❝❛✈✐t✐❡s ✐s ❛❧s♦ ♠✉❝❤ ❣r❡❛t❡r✳ ❆❣❛✐♥ t❤❡ ✷❉ ❛♥❞ ✸❉ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✐♥ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t r❡❣❛r❞✐♥❣
t❤❡ ❜❛s✐❝ st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ ❧❡✈❡❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❙❉▼ ❛♥❞ ❊❊❇❈ ♠♦❞❡❧s
❢♦r t❤❡ ❤♦❧❡ ✐s ♥♦✇ ❛❝❝❡♥t✉❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❈❖❱ ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ s✉❜✲❝❛✈✐t② ✐s ❛❜♦✉t ✻✪ ❢♦r
t❤❡ ❙❉▼ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♦♥❧② ✷✪ ❢♦r t❤❡ ❊❊❇❈ ♠♦❞❡❧✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❈❖❱ ✐s ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ❈❖❱ ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❝❛✈✐t②
✐s ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r ❛t ❛❜♦✉t ✷✵✪ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❙❉▼ ❛♥❞ ❊❊❇❈ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❧♦s❡r ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ❧❡✈❡❧ ✐♥
t❤✐s s✉❜✲❝❛✈✐t②✳

■✳ ❉✳ ❋❧✐♥t♦❢t ✷✻ ❱❡rs✐♦♥ ✶✳✵✱ ✷✹t❤ ❋❡❜r✉❛r②✱ ✷✵✶✽



✭❛✮

✭❜✮

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❙✐♥❣❧❡ ❞♦♠❛✐♥ ❊❉▼ ♦❢ t❤❡ ✉♥❧♦❛❞❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❝❛✈✐t②✿ ✭❛✮ ◆♦r♠❛❧✐s❡❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡
♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t②❀ ✭❜✮ P♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ✐♥ t❤❡ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❝❡♥tr❡❀ ✭❝✮ P❉❋ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r
❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❝❛✈✐t② ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❝♦✉♣❧❡❞ ❝❛✈✐t② ✭r✐❣❤t✮✳

■✳ ❉✳ ❋❧✐♥t♦❢t ✷✼ ❱❡rs✐♦♥ ✶✳✵✱ ✷✹t❤ ❋❡❜r✉❛r②✱ ✷✵✶✽



✭❛✮

✭❜✮

✭❝✮

✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❙✐♥❣❧❡ ❞♦♠❛✐♥ ✸❉ ❊❉▼ ♠❛♣s ✐♥ t❤❡ z✲♥♦r♠❛❧ ♣❧❛♥❡ ❛t t❤❡ ❤❛❧❢ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❢♦r t❤❡
✉♥❧♦❛❞❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❝❛✈✐t②✿ ✭❛✮ P♦✇❡r ❞❡♥s✐t②❀ ✭❜✮ ❊♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s P❲❇
♠♦❞❡❧❀ ✭❝✮ ❆♥✐s♦tr♦♣②❀ ✭❞✮ ❊♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✢✉①✳

■✳ ❉✳ ❋❧✐♥t♦❢t ✷✽ ❱❡rs✐♦♥ ✶✳✵✱ ✷✹t❤ ❋❡❜r✉❛r②✱ ✷✵✶✽



✭❛✮

✭❜✮

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ❉✉❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❊❊❇❈ ❊❉▼ ♦❢ t❤❡ ✉♥❧♦❛❞❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❝❛✈✐t②✿ ✭❛✮ ◆♦r♠❛❧✐s❡❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣r♦✜❧❡
♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t②❀ ✭❜✮ P♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ✐♥ t❤❡ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❝❡♥tr❡❀ ✭❝✮ P❉❋ ♦❢ t❤❡
♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❝❛✈✐t② ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❝♦✉♣❧❡❞ ❝❛✈✐t② ✭r✐❣❤t✮✳

■✳ ❉✳ ❋❧✐♥t♦❢t ✷✾ ❱❡rs✐♦♥ ✶✳✵✱ ✷✹t❤ ❋❡❜r✉❛r②✱ ✷✵✶✽



✭❛✮

✭❜✮

✭❝✮

✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✶✷✿ ❉✉❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❊❊❇❈ ✸❉ ❊❉▼ ♠❛♣s ✐♥ t❤❡ z✲♥♦r♠❛❧ ♣❧❛♥❡ ❛t t❤❡ ❤❛❧❢ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t②
❢♦r t❤❡ ✉♥❧♦❛❞❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❝❛✈✐t②✿ ✭❛✮ P♦✇❡r ❞❡♥s✐t②❀ ✭❜✮ ❊♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
P❲❇ ♠♦❞❡❧❀ ✭❝✮ ❆♥✐s♦tr♦♣②❀ ✭❞✮ ❊♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✢✉①✳

■✳ ❉✳ ❋❧✐♥t♦❢t ✸✵ ❱❡rs✐♦♥ ✶✳✵✱ ✷✹t❤ ❋❡❜r✉❛r②✱ ✷✵✶✽
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✷❉ ❙❉▼ ✷❉ ❉❉▼ ✸❉ ❙❉▼ ✸❉ ❉❉▼

❙✉❜✲❝❛✈✐t② ✶

❱❛❧✉❡ ❛t ❝❡♥tr❡ ✭❞❇❲♠−2) ✷✽✳✷✼ ✷✽✳✵✹ ✷✽✳✸✼ ✷✽✳✵✸ ✷✽✳✸✻

▼❡❛♥ ✭❞❇❲♠−2) ✷✽✳✷✼ ✷✽✳✵✹ ✷✽✳✸✻ ✷✽✳✵✸ ✷✽✳✸✻

▼✐♥✐♠✉♠ ✭❞❇❲♠−2) ✷✽✳✷✼ ✷✼✳✽✾ ✷✽✳✷✹ ✷✻✳✾✸ ✷✼✳✸✺

▼❛①✐♠✉♠ ✭❞❇❲♠−2) ✷✽✳✷✼ ✷✽✳✶✶ ✷✽✳✹✸ ✷✽✳✶✹ ✷✽✳✹✼

❙t❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✭❞❇❲♠−2) ✵ ✻✳✹✼ ✻✳✷✽ ✺✳✾✺ ✺✳✼✻

❈♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✭✪✮ ✵ ✵✳✼✵ ✵✳✻✷ ✵✳✻✷ ✵✳✺✺

❙✉❜✲❝❛✈✐t② ✷

❱❛❧✉❡ ❛t ❝❡♥tr❡ ✭❞❇❲♠−2) ✷✼✳✺✺ ✷✼✳✼✽ ✷✼✳✹✷ ✷✼✳✼✽ ✷✼✳✹✷

▼❡❛♥ ✭❞❇❲♠−2) ✷✼✳✺✺ ✷✼✳✼✾ ✷✼✳✹✸ ✷✼✳✼✾ ✷✼✳✹✸

▼✐♥✐♠✉♠ ✭❞❇❲♠−2) ✷✼✳✺✺ ✷✼✳✼✻ ✷✼✳✹✶ ✷✼✳✼✼ ✷✼✳✹✶

▼❛①✐♠✉♠ ✭❞❇❲♠−2) ✷✼✳✺✺ ✷✼✳✽✾ ✷✼✳✺✺ ✷✼✳✾✵ ✷✼✳✺✺

❙t❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✭❞❇❲♠−2) ✵ ✹✳✶✼ ✸✳✽✺ ✹✳✶✻ ✸✳✽✺

❈♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✭✪✮ ✵ ✵✳✹✹ ✵✳✹✹ ✵✳✹✸ ✵✳✹✹

❚❛❜❧❡ ✽✿ ❙t❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ r❡✈❡r❜❡r❛♥t ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ✉♥❧♦❛❞❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❝❛✈✐t②✳

P❛r❛♠❡t❡r ❯♥✐t ❙♦✉r❝❡ s✉❜✲❝❛✈✐t② ❈♦✉♣❧❡❞ s✉❜✲❝❛✈✐t②

✇❛❧❧❆r❡❛ ♠2 ✶✳✵✵✽✵ ✵✳✾✾✷✷✾

♣❛rt❆r❡❛ ♠2 ✵✳✶✽✹✺✵ ✵✳✶✽✹✺✵

❤♦❧❡❆r❡❛ ♠2 ✵✳✵✶✽✵✵✵ ✵✳✵✶✽✵✵✵

❝❛✈✐t②❆r❡❛ ♠2 ✶✳✷✶✵✺ ✶✳✸✸✻✷

❝❛✈✐t②❱♦❧✉♠❡ ♠3 ✵✳✵✾✵✻✶✾ ✵✳✵✽✼✵✽✹

✇❛❧❧▼❋P ♠ ✵✳✸✺✾✻✵ ✵✳✸✺✶✵✹

♣❛rt▼❋P ♠ ✶✳✾✻✹✻ ✶✳✽✽✽✵

❝❛✈✐t②▼❋P ♠ ✵✳✷✾✾✹✹ ✵✳✷✻✵✼✵

✇❛❧❧❉ ♠2✴s ✸✳✺✾✸✺×107 ✸✳✺✵✽✵×107

♣❛rt❉ ♠2✴s ✶✳✾✻✸✸×108 ✶✳✽✽✻✼×108

❝②❧❉ ♠2✴s ✲ ✷✳✹✻✷✸×108

❝❛✈✐t②❉ ♠2✴s ✷✳✾✾✷✹×107 ✷✳✻✵✺✷×107

✇❛❧❧❆❈❙ ♠2 ✵✳✵✵✵✻✽✵✹✵ ✵✳✵✵✵✻✻✾✽✵

♣❛rt❆❈❙ ♠2 ✵✳✵✵✵✶✷✹✺✹ ✵✳✵✵✵✶✷✹✺✹

❝❛✈✐t②❆❈❙ ♠2 ✵✳✵✵✵✽✵✹✾✹ ✵✳✵✸✹✸✼✵

❚❛❜❧❡ ✾✿ ❉❡r✐✈❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❧♦❛❞❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❝❛✈✐t②✳

■✳ ❉✳ ❋❧✐♥t♦❢t ✸✶ ❱❡rs✐♦♥ ✶✳✵✱ ✷✹t❤ ❋❡❜r✉❛r②✱ ✷✵✶✽
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✷❉ ❙❉▼ ✷❉ ❉❉▼ ✸❉ ❙❉▼ ✸❉ ❉❉▼

❙✉❜✲❝❛✈✐t② ✶

❱❛❧✉❡ ❛t ❝❡♥tr❡ ✭❞❇❲♠−2) ✷✸✳✷✵ ✷✵✳✷✹ ✷✹✳✷✺ ✷✵✳✵✻ ✷✹✳✷✷

▼❡❛♥ ✭❞❇❲♠−2) ✷✸✳✷✵ ✷✵✳✷✷ ✷✹✳✷✹ ✷✵✳✵✹ ✷✹✳✷✶

▼✐♥✐♠✉♠ ✭❞❇❲♠−2) ✷✸✳✷✵ ✶✽✳✸✻ ✷✸✳✻✻ ✶✽✳✶✽ ✷✵✳✽✾

▼❛①✐♠✉♠ ✭❞❇❲♠−2) ✷✸✳✷✵ ✷✵✳✼✵ ✷✹✳✹✸ ✷✵✳✾✵ ✷✹✳✺✶

❙t❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✭❞❇❲♠−2) ✵ ✽✳✷✹ ✼✳✼✽ ✼✳✾✶ ✼✳✹✻

❈♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✭✪✮ ✵ ✻✳✸✻ ✷✳✷✻ ✻✳✶✸ ✷✳✶✶

❙✉❜✲❝❛✈✐t② ✷

❱❛❧✉❡ ❛t ❝❡♥tr❡ ✭❞❇❲♠−2) ✶✸✳✽✹ ✶✹✳✷✼ ✶✸✳✻✵ ✶✹✳✷✾ ✶✸✳✻✸

▼❡❛♥ ✭❞❇❲♠−2) ✶✸✳✽✹ ✶✹✳✾✸ ✶✹✳✸✸ ✶✹✳✾✺ ✶✹✳✷✽

▼✐♥✐♠✉♠ ✭❞❇❲♠−2) ✶✸✳✽✹ ✶✸✳✽✵ ✶✸✳✵✾ ✶✸✳✽✹ ✶✸✳✶✻

▼❛①✐♠✉♠ ✭❞❇❲♠−2) ✶✸✳✽✹ ✶✽✳✷✾ ✶✽✳✵✾ ✶✽✳✷✹ ✶✼✳✽✷

❙t❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✭❞❇❲♠−2) ✵ ✼✳✾✹ ✼✳✼✸ ✼✳✾✷ ✼✳✸✵

❈♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✭✪✮ ✵ ✷✵✳✵ ✷✶✳✾ ✶✾✳✽ ✷✵✳✵

❚❛❜❧❡ ✶✵✿ ❙t❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ r❡✈❡r❜❡r❛♥t ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❝❛✈✐t② ✇✐t❤ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r✳

❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❙❉▼ ❛♥❞ ❊❊❇❈ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✶✸✭❛✮ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✶✺✭❛✮ ❛t y = Ly/2 ❛♥❞ ✈❛r✐♦✉s ✈❛❧✉❡s ♦❢ x✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❛♥③❛t③
✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❑❛♥t♦r♦✈✐❝❤ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s s❡❡♥ t♦ ❜❡ q✉✐t❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ✷❉ ♠♦❞❡❧
♣r♦✈✐❞❡s ✈❡r② ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts✳ ◆♦t❡✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤❛t t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣r♦✜❧❡ ♥❡❛r t❤❡ ❛♣❡rt✉r❡ ✭x = 0.44♠✮ ❢♦r
t❤❡ ❊❊❇❈ ✐s s♦♠❡✇❤❛t ❡rr❛t✐❝✱ ♣❡r❤❛♣s ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ s♦♠❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐ss✉❡✳ ■t ♠✉st ❛❧✇❛②s ❜❡ r❡♠❡♠❜❡r❡❞
t❤❛t t❤❡ ❊❉▼ ✐s ♥♦t ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ✈❛❧✐❞ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ❛♥ ❛♣❡rt✉r❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜❡❧❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❤✐❣❤❧② ❞✐✛✉s❡✳
❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢♦r z = Lz/2 ❛♥❞ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ y ♣♦s✐t✐♦♥s ✐s s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✸✭❜✮ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✶✺✭❜✮ ❢♦r t❤❡ ❙❉▼ ❛♥❞ ❊❊❇❈✳ ❲❡ ❛❣❛✐♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❙❉▼ ♣r❡❞✐❝ts ❧❡ss ❧❡✈❡❧
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝❛✈✐t✐❡s t❤❛♥ t❤❡ ❊❊❇❈ ❛♥❞ P❲❇ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❧❡✈❡❧s✳
❚❤❡ ❙❉▼ r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ ❧♦❛❞❡❞ ❝❛s❡s ✐s ♥♦t❛❜❧② ❧❡ss s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧② ♣❧❛❝❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ P❲❇ ❧❡✈❡❧s t❤❛♥
✇❛s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ✉♥❧♦❛❞❡❞ ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ ❊❊❇❈ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts ❛ s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡
s♦✉r❝❡ ❝❛✈✐t② ❛♥❞ ✐ts ❛✈❡r❛❣❡ ❧❡✈❡❧ ✐s ✐♥ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ P❲❇ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❝❛✈✐t②✳
❚❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ s✉❜✲❝❛✈✐t② ✐s ❛❜♦✉t ✷ ❞❇ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❙❉▼ ❛♥❞ ❊❊❇❈
♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❛ s✐♠✐❧❛r ♣r♦✜❧❡✳ ❚❤❡ P❉❋ ❢♦r t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ s✉❜✲❝❛✈✐t✐❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✶✸✭❝✮ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✶✺✭❝✮✳

❋✐❣✉r❡ ✶✹ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✶✻ s❤♦✇s ♠❛♣s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ z = Lz/2 ♣❧❛♥❡ ❢♦r t❤❡ ❙❉▼ ❛♥❞
❊❊❇❈ ♠♦❞❡❧ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t✐❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✹✭❛✮ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✶✻✭❛✮ ❛s ❤②❜r✐❞
❤❡❛t ❛♥❞ ❝♦♥t♦✉r ♠❛♣s❀ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ❛❣❛✐♥ ❢❛❧❧s ♦✛ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s♦✉r❝❡ s✉❜✲❝❛✈✐t② t♦✇❛r❞s t❤❡ ❛♣❡rt✉r❡
❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ s✉❜✲❝❛✈✐t② ✐♥❝r❡❛s❡ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❤♦❧❡✳ ❚❤❡ ✉♥✐❢♦r♠✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❙❉▼ ❛♥❞ ❊❊❇❈
♠♦❞❡❧s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✹✭❜✮ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✶✻✭❜✮✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s t❤❡ ❊❉▼ ❛❣❛✐♥ ♣r❡❞✐❝ts ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡s
t❤❛♥ t❤❡ P❲❇ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❝❛✈✐t② ❛♥❞ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❝❛✈✐t②✱ ❛s ✇❛s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡
✉♥❧♦❛❞❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❝❛✈✐t②✳ ❚❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✹✭❝✮ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✶✻✭❝✮ ❛♥❞ ❛r❡ ❢❛✐r❧②
s✐♠✐❧❛r ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❛♣❡rt✉r❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✈❛r✐❡s ✉♣ t♦ ❛❜♦✉t ✶✳✺ ❞❇ ✐♥ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❛♥❞ ♥♦t❛❜❧②
r❡♠❛✐♥s ❛❜♦✈❡ ✶ ❞❇ ✐♥ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ s✉❜✲❝❛✈✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤♦❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ❚❤❡
❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✢✉①❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✹✭❝✮ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✶✻✭❝✮ ❛r❡ ❢❛✐r❧② s✐♠✐❧❛r ✐♥ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ s♦♠❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❞✐✈✐s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉❜✲❝❛✈✐t✐❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✸✿ ❙✐♥❣❧❡ ❞♦♠❛✐♥ ❊❉▼ ♦❢ t❤❡ ❧♦❛❞❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❝❛✈✐t②✿ ✭❛✮ ◆♦r♠❛❧✐s❡❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡
♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t②❀ ✭❜✮ P♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ✐♥ t❤❡ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❝❡♥tr❡❀ ✭❝✮ P❉❋ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r
❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❝❛✈✐t② ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❝♦✉♣❧❡❞ ❝❛✈✐t② ✭r✐❣❤t✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✹✿ ❙✐♥❣❧❡ ❞♦♠❛✐♥ ✸❉ ❊❉▼ ♠❛♣s ✐♥ t❤❡ z✲♥♦r♠❛❧ ♣❧❛♥❡ ❛t t❤❡ ❤❛❧❢ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❢♦r
t❤❡ ❧♦❛❞❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❝❛✈✐t②✿ ✭❛✮ P♦✇❡r ❞❡♥s✐t②❀ ✭❜✮ ❊♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s P❲❇
♠♦❞❡❧❀ ✭❝✮ ❆♥✐s♦tr♦♣②❀ ✭❞✮ ❊♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✢✉①✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✺✿ ❉✉❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❊❊❇❈ ❊❉▼ ♦❢ t❤❡ ❧♦❛❞❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❝❛✈✐t②✿ ✭❛✮ ◆♦r♠❛❧✐s❡❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣r♦✜❧❡
♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t②❀ ✭❜✮ P♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ✐♥ t❤❡ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❝❡♥tr❡❀ ✭❝✮ P❉❋ ♦❢ t❤❡
♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❝❛✈✐t② ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❝♦✉♣❧❡❞ ❝❛✈✐t② ✭r✐❣❤t✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✻✿ ❉✉❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❊❊❇❈ ✸❉ ❊❉▼ ♠❛♣s ✐♥ t❤❡ z✲♥♦r♠❛❧ ♣❧❛♥❡ ❛t t❤❡ ❤❛❧❢ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❢♦r
t❤❡ ❧♦❛❞❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❝❛✈✐t②✿ ✭❛✮ P♦✇❡r ❞❡♥s✐t②❀ ✭❜✮ ❊♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s P❲❇
♠♦❞❡❧❀ ✭❝✮ ❆♥✐s♦tr♦♣②❀ ✭❞✮ ❊♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✢✉①✳

■✳ ❉✳ ❋❧✐♥t♦❢t ✸✻ ❱❡rs✐♦♥ ✶✳✵✱ ✷✹t❤ ❋❡❜r✉❛r②✱ ✷✵✶✽



✺✳✺ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ✐♥ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡st✲❝❛s❡s ✇❤❡r❡ r❡♣♦rt❡❞
✐♥ ✭❋❧✐♥t♦❢t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼✮✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ✸❉ ❊❉▼✳ ❙✐♥❝❡ ✐t ✐s r❡❛❞✐❧② ❛♣♣❛r❡♥t t❤❛t t❤❡ ❙❉▼ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❝❛✈✐t② ❞♦❡s ♥♦t ❛❣r❡❡
✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛ ♦♥❧② t❤❡ ✸❉ ❊❊❇❈ ♠♦❞❡❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❊❉▼ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t✇♦
❞✐✛❡r❡♥t ❊❈ ♠♦❞❡❧s✱ ❙❛❜✐♥❡ ❛♥❞ ❏✐♥❣ ❛♥❞ ❳✐❛♥❣✱ ❛r❡ ❤♦✇❡✈❡r s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡ ✉s✐♥❣
t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ x ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❛✈✐t②✳

❋✐❣✉r❡ ✶✼ s❤♦✇s t❤❡ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❢♦r t❤❡ ✉♥❧♦❛❞❡❞ ✉♥♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❝❛✈✐t②✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥t r❡s✉❧t ❡①❤✐❜✐ts s✐❣♥✐✜❝❛♥t st❛t✐st✐❝❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❊❉▼ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛t ❧❡❛st ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛♥❞ ♥♦ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞r❛✇ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❊❈
♠♦❞❡❧s✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✼✿ P♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ✐♥ t❤❡ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❝❡♥tr❡ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ✸❉ ❊❉▼ ♦❢
t❤❡ s✐♥❣❧❡ ✉♥❧♦❛❞❡❞ ❝❛✈✐t② ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✭❋❧✐♥t♦❢t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼✮✿ ✭❛✮ ❙❛❜✐♥❡ ❊❈❀ ✭❜✮ ❏✐♥❣ ❛♥❞ ❳✐❛♥❣
❊❈✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✽ s❤♦✇s t❤❡ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❢♦r t❤❡ ❧♦❛❞❡❞ ✉♥♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❝❛✈✐t②✳ ❲❤✐❧❡ ❛❣❛✐♥ t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❤❛s s✐❣♥✐✜❝❛♥t st❛t✐st✐❝❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ tr❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛✱ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥
✐♥ ❧❡✈❡❧ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡✱ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❊❉▼ r❡s✉❧ts✳ ❲❤✐❧❡ ♥❡✐t❤❡r ❊❈
♠♦❞❡❧ ♠❛t❝❤❡s t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ tr❡♥❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛❝r♦ss t❤❡ ❢✉❧❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t②✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❞❛t❛ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s✱ ❢❛✈♦✉r✐♥❣ t❡ ❙❛❜✐♥❡ ❊❈ ♠♦❞❡❧ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ s♦✉r❝❡
❛♥❞ t❤❡ ❏✐♥❣ ❛♥❞ ❳✐❛♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛t t❤❡ ♦t❤❡r ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t②✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✽✿ P♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ✐♥ t❤❡ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❝❡♥tr❡ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ✸❉ ❊❉▼ ♦❢
t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❧♦❛❞❡❞ ❝❛✈✐t② ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✭❋❧✐♥t♦❢t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼✮✿ ✭❛✮ ❙❛❜✐♥❡ ❊❈❀ ✭❜✮ ❏✐♥❣ ❛♥❞ ❳✐❛♥❣ ❊❈✳

❚❤❡ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❢♦r t❤❡ ✉♥❧♦❛❞❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❝❛✈✐t② ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✾✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡
❧♦ss ✐s ❧♦✇ t❤❡ ❙❛❜✐♥❡ ❛♥❞ ❏✐♥❣ ❛♥❞ ❳✐❛♥❣ ❊❈ ♠♦❞❡❧s ❣✐✈❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛ ✐s ❣♦♦❞✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❊❉▼ s❡❡♠s t♦ ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞
❝❛✈✐t②✳ ❚❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛ ✐s ❛ ❧❡❛st ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ✉♥✐❢♦r♠
❧❡✈❡❧ ✐♥ ❡❛❝❤ s✉❜✲❝❛✈✐t②✳

❋✐❣✉r❡ ✷✵ s❤♦✇s t❤❡ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❢♦r t❤❡ ❧♦❛❞❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❝❛✈✐t②✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐t
❛♣♣❡❛rs t❤❛t t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❏✐♥❣ ❛♥❞ ❳✐❛♥❣ ❊❈ ❣✐✈❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❜❡tt❡r ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✶✾✿ P♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ✐♥ t❤❡ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❝❡♥tr❡ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ✸❉ ❉❉▼
❊❊❇❈ ❊❉▼ ♦❢ t❤❡ ❞✉❛❧ ✉♥❧♦❛❞❡❞ ❝❛✈✐t② ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✭❋❧✐♥t♦❢t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼✮✿ ✭❛✮ ❙❛❜✐♥❡ ❊❈❀ ✭❜✮
❏✐♥❣ ❛♥❞ ❳✐❛♥❣ ❊❈✳
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♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛ t❤❛♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙❛❜✐♥❡ ❊❈ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❙❛❜✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ❛♣♣❡❛rs t♦ ✉♥❞❡r✲
❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛✈✐t✐❡s ❛♥❞ s❤♦✇s ❧❡ss ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ y ❞✐r❡❝t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❏✐♥❣ ❛♥❞ ❳✐❛♥❣ ❊❈ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s ❛ ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❛♥❞ ✇❤✐❧❡ ✐t st✐❧❧ ✉♥❞❡r✲❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛✱ ✐t
✐s ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❤❛♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❛❜✐♥❡ ❊❈ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✵✿ P♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ✐♥ t❤❡ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❝❡♥tr❡ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ✸❉ ❉❉▼
❊❊❇❈ ❊❉▼ ♦❢ t❤❡ ❞✉❛❧ ❧♦❛❞❡❞ ❝❛✈✐t② ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✭❋❧✐♥t♦❢t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼✮✿ ✭❛✮ ❙❛❜✐♥❡ ❊❈❀ ✭❜✮ ❏✐♥❣
❛♥❞ ❳✐❛♥❣ ❊❈✳

✺✳✻ P❛r❛♠❡tr✐❝ st✉❞②

❆❧❧ t❤❡ ❊❉▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦ ❢❛r ❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐✛✉s❡ r❡✢❡❝✲
t✐♦♥s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ κ = 1 ✐♥ ✭✶✳✶✹✮✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❞❛t❛ ❢r♦♠ ✭❋❧✐♥t♦❢t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼✮ ❛♥❞ t❤❡ ✸❉ ❊❉▼ ✭✉s✐♥❣ t❤❡ ❊❊❇❈ ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❝❛✈✐t② ❛♥❞ ❏✐♥❣
❛♥❞ ❳✐❛♥❣ ❊❈✮ ✇✐t❤ t❤❡ s♣❡❝✉❧❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r κ t❛❦✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✵✳✺✱ ✵✳✼✺✱ ✶✱ ✶✳✺ ❛♥❞ ✷✳ ❲❤✐❧st ✐♥ t❤❡
❛❝♦✉st✐❝s ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧ κ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s♣❡❝✉❧❛r r❡✢❡❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈✐t②✱ ✐♥
♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❡r♠s ✐t r❡♣r❡s❡♥ts ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ▼❋P ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❛t ✐♥ ✭✶✳✻✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✶ s❤♦✇s t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s✇❡❡♣ ❢♦r t❤❡ ❡♠♣t② ✉♥♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❝❛✈✐t②✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡r❡ ✐s ❧✐tt❧❡
✈❛r✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ κ ❛♥❞ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛ ✐s t♦♦ ❤✐❣❤ t♦ ❞r❛✇ ❛♥② ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳
❋✐❣✉r❡ ✷✷ s❤♦✇ t❤❡ s✇❡❡♣ ❢♦r t❤❡ ❧♦❛❞❡❞ ✉♥♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❝❛✈✐t②✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ κ t❡♥❞s t♦
r❡❞✉❝❡ ❜♦t❤ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ❝❛✈✐t②✳ ❚❤❡ ❜❡st ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛ ✇♦✉❧❞ ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ κ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ✵✳✺ t♦ ✵✳✼✺✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡
❢❛✈♦✉r❡❞✳

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s✇❡❡♣ ❢♦r t❤❡ ❡♠♣t② ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❝❛✈✐t② ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✸✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ✉♥❧♦❛❞❡❞
✉♥♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❝❛✈✐t② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ κ ✐s ❢❛✐r❧② s♠❛❧❧❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡s t❡♥❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❧❡✈❡❧
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❣❛✐♥ ♠♦r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧ts✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✹ s❤♦✇s
t❤❡ s✇❡❡♣ ❢♦r t❤❡ ❧♦❛❞❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❝❛✈✐t②✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s t❤❡ s❛♠❡✱ ✇✐t❤ r❡❞✉❝✐♥❣ κ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉❜✲❝❛✈✐t✐❡s ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ s✉❜✲❝❛✈✐t②✳ ❚❤❡
❜❡st ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ κ ≈ 0.5✳

✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❚❤❡ ❊❉▼ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐♥ ✷❉ ❛♥❞ ✸❉ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋❊▼ ✇✐t❤ ❋r❡❡❋❊▼✰✰✳ ❋♦r
✷❉ ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ♠❡s❤ ❝❛♥ ❜❡ q✉✐❝❦❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❋r❡❡❋❊▼✰✰ ✉s✐♥❣ ✐ts ♥❛t✐✈❡ ❈❆❉
❛♥❞ ♠❡s❤ ❝r❡❛t✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ✇❤✐❧❡ ❢♦r ✸❉ ♠♦❞❡❧s ✐t ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t t♦
✉s❡ ●♠s❤ t♦ ❝r❡❛t❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❈❆❉ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t❤❡ ✸❉ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ♠❡s❤❡s ♥❡❡❞❡❞ ❜② ❋r❡❡❋❊▼✰✰✳
❚②♣✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t✐♠❡s ♦♥ ❛ ♠♦❞❡r♥ P❈ t✐♠❡s ❢♦r t❤❡ t❡st✲❝❛s❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✉♥❞❡r ❛ s❡❝♦♥❞ ❢♦r ✷❉ ❛♥❞
s✐♥❣❧❡ ❞♦♠❛✐♥ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❛ ❢❡✇ s❡❝♦♥❞s ❢♦r ✸❉ ♠♦❞❡❧s✳

❚❤❡ ❑❛♥t♦r♦✈✐❝❤ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ✇✐t❤ ❛ ♣r❡❞♦♠✐♥❛t❡❧② ✉♥✐❢♦r♠ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ♦♥❡ ❞✐✲
r❡❝t✐♦♥ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❣✐✈❡ ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❢✉❧❧ ✸❉ ♠♦❞❡❧ ❡①❝❡♣t ✐♥ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡
✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡✳ ❚❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣r♦✜❧❡ ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ❛♥③❛t③ ✐♥ t❤❡ ✷❉ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❝♦♥✜r♠❡❞
❜② t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✸❉ ♠♦❞❡❧s✳

❋♦r t❤❡ t❡st✲❝❛s❡s ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r t❤❡ ❊❉▼ ❣✐✈❡s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❧❡✈❡❧s t♦ t❤❡ P❲❇ ♠♦❞❡❧✱ ✇✐t❤
❧♦✇ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t②✳ ❋♦r t❤❡ ❧♦❛❞❡❞ t❡st✲❝❛s❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❢❡✇ ❞❡❝✐❜❡❧s ✐♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ❛r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❊❉▼✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❤♦❧❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ t✇♦ s✉❜✲❝❛✈✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❝❛✈✐t② ✇❛s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t✇♦ ✇❛②s ✐♥ t❤❡ ❊❉▼ ✲ ✉s✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡
❝❛✈✐t② ♦r ✉s✐♥❣ ❛♥ ❊❊❇❈✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❊❊❇❈ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡s❡
t❡st✲❝❛s❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❤♦❧❡✬s ✇✐❞t❤ ✐s ❛❜♦✉t ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❛t t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❜❛♥❞✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡st t❤❡ ❤♦❧❡ ✐s ♥♦t ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r t❤❡ t✇♦ s✉❜✲❝❛✈✐t✐❡s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛
s✐♥❣❧❡ ❞✐✛✉s❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❤♦❧❡ ✐s ❛ ♣✐♥❝❤ ♣♦✐♥t✱ ❝❛✉s✐♥❣ ❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ✐♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②✳
❆ s②st❡♠❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❛♣❡rt✉r❡ s✐③❡ ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❊❉▼ ♠♦❞❡❧s
✐s r❡q✉✐r❡❞✳

❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧ts ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❊❉▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❊❊❇❈ ❢♦r t❤❡
♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❝❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ ❏✐♥❣ ❛♥❞ ❳✐❛♥❣ ❊❈✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✇❛s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❝❛✈✐t② ✇❤❡♥ ❧♦❛❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❣r❡❛t❡r
✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥ t❤❛♥ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❊❉▼✳ ❆❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝✉❧❛r✐t② ❢❛❝t♦r κ t♦
✵✳✺ t❡♥❞❡❞ t♦ ❣✐✈❡ ❛ ❜❡tt❡r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ■♥ t❤❡ ❆❉▼ κ ✐s ❛❞❥✉st❡❞ t♦
✈❛❧✉❡s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✉♥✐t② t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s♣❡❝✉❧❛r✐t② ✐♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝❛✈✐t②✳
❍❡r❡✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ t❤❡ ❜❡tt❡r ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ κ ∼ 0.5 ✐s ✐♥ ❢❛❝t ✐♥❞✐❝❛t✐✈❡ ♦❢ ❛ ♣♦♦r ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡
❝❛✈✐t② ▼❋P ❜② ✭✶✳✻✮ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✐s ♣r❡s❡♥t✳ P❡r❤❛♣s t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✐s s♦ ❧❛r❣❡ t❤❛t ✐t ❝❤❛♥❣❡s t❤❡
t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ s✐❣♥✐✐❢❝❛♥t❧② s❤♦rt❡r ▼❋P✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❆✳ ❇✐❧❧♦♥✱ ❈✳ ❋♦②✱ ❏✳ P✐❝❛✉t✱ ❱✳ ❱❛❧❡❛✉✱ ❛♥❞ ❆✳ ❙❛❦♦✉t✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ s♦✉♥❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ r♦♦♠s
❝♦✉♣❧❡❞ t❤r♦✉❣❤ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✇❛❧❧s ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆❝♦✉st✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t② ♦❢
❆♠❡r✐❝❛✱ ✶✷✸✭✻✮✿✹✷✻✶✕✹✷✼✶✱ ✷✵✵✽✳ ❞♦✐✿✶✵✳✶✶✷✶✴✶✳✷✾✵✺✷✹✷✳

▼✳ ❉✐s❝❛❝❝✐❛t✐✱ ❆✳ ◗✉❛rt❡r♦♥✐✱ ❛♥❞ ❆✳ ❱❛❧❧✐✳ ❘♦❜✐♥✕r♦❜✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r
t❤❡ st♦❦❡s✕❞❛r❝② ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❆♥❛❧②s✐s✱ ✹✺✭✸✮✿✶✷✹✻✕✶✷✻✽✱ ✷✵✵✼✳
❞♦✐✿✶✵✳✶✶✸✼✴✵✻✵✻✺✵✾✶❳✳

■✳ ❉✳ ❋❧✐♥t♦❢t ✹✶ ❱❡rs✐♦♥ ✶✳✵✱ ✷✹t❤ ❋❡❜r✉❛r②✱ ✷✵✶✽

http://dx.doi.org/10.1121/1.2905242
http://dx.doi.org/10.1137/06065091X
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❋✐❣✉r❡ ✷✶✿ P♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ✐♥ t❤❡ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❝❡♥tr❡ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ✸❉ ❊❉▼ ♦❢
t❤❡ s✐♥❣❧❡ ✉♥❧♦❛❞❡❞ ❝❛✈✐t② ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✭❋❧✐♥t♦❢t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼✮✿ ✭❛✮ κ = 1/2❀ ✭❜✮ κ = 3/4❀ ✭❝✮ κ = 1❀
✭❞✮ κ = 3/2❀ ✭❡✮ κ = 2✳

■✳ ❉✳ ❋❧✐♥t♦❢t ✹✷ ❱❡rs✐♦♥ ✶✳✵✱ ✷✹t❤ ❋❡❜r✉❛r②✱ ✷✵✶✽



✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮
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❋✐❣✉r❡ ✷✷✿ P♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ✐♥ t❤❡ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❝❡♥tr❡ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ✸❉ ❊❉▼ ♦❢
t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❧♦❛❞❡❞ ❝❛✈✐t② ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✭❋❧✐♥t♦❢t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼✮✿ ✭❛✮ κ = 1/2❀ ✭❜✮ κ = 3/4❀ ✭❝✮ κ = 1❀
✭❞✮ κ = 3/2❀ ✭❡✮ κ = 2✳
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t❤❡ ❞✉❛❧ ✉♥❧♦❛❞❡❞ ❝❛✈✐t② ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✭❋❧✐♥t♦❢t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼✮✿ ✭❛✮ κ = 1/2❀ ✭❜✮ κ = 3/4❀ ✭❝✮ κ = 1❀
✭❞✮ κ = 3/2❀ ✭❡✮ κ = 2✳
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✭❚❤✉s✱ ✐❢ t❤❡ ❉♦❝✉♠❡♥t ✐s ✐♥ ♣❛rt ❛ t❡①t❜♦♦❦ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ❛ ❙❡❝♦♥❞❛r② ❙❡❝t✐♦♥ ♠❛② ♥♦t ❡①♣❧❛✐♥
❛♥② ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳✮ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦r ✇✐t❤
r❡❧❛t❡❞ ♠❛tt❡rs✱ ♦r ♦❢ ❧❡❣❛❧✱ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧✱ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧✱ ❡t❤✐❝❛❧ ♦r ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡♠✳

❚❤❡ ✏■♥✈❛r✐❛♥t ❙❡❝t✐♦♥s✑ ❛r❡ ❝❡rt❛✐♥ ❙❡❝♦♥❞❛r② ❙❡❝t✐♦♥s ✇❤♦s❡ t✐t❧❡s ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❛t❡❞✱ ❛s ❜❡✐♥❣ t❤♦s❡
♦❢ ■♥✈❛r✐❛♥t ❙❡❝t✐♦♥s✱ ✐♥ t❤❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t s❛②s t❤❛t t❤❡ ❉♦❝✉♠❡♥t ✐s r❡❧❡❛s❡❞ ✉♥❞❡r t❤✐s ▲✐❝❡♥s❡✳ ■❢ ❛ s❡❝t✐♦♥
❞♦❡s ♥♦t ✜t t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❙❡❝♦♥❞❛r② t❤❡♥ ✐t ✐s ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❜❡ ❞❡s✐❣♥❛t❡❞ ❛s ■♥✈❛r✐❛♥t✳ ❚❤❡
❉♦❝✉♠❡♥t ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥ ③❡r♦ ■♥✈❛r✐❛♥t ❙❡❝t✐♦♥s✳ ■❢ t❤❡ ❉♦❝✉♠❡♥t ❞♦❡s ♥♦t ✐❞❡♥t✐❢② ❛♥② ■♥✈❛r✐❛♥t ❙❡❝t✐♦♥s
t❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦♥❡✳

❚❤❡ ✏❈♦✈❡r ❚❡①ts✑ ❛r❡ ❝❡rt❛✐♥ s❤♦rt ♣❛ss❛❣❡s ♦❢ t❡①t t❤❛t ❛r❡ ❧✐st❡❞✱ ❛s ❋r♦♥t✲❈♦✈❡r ❚❡①ts ♦r ❇❛❝❦✲
❈♦✈❡r ❚❡①ts✱ ✐♥ t❤❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t s❛②s t❤❛t t❤❡ ❉♦❝✉♠❡♥t ✐s r❡❧❡❛s❡❞ ✉♥❞❡r t❤✐s ▲✐❝❡♥s❡✳ ❆ ❋r♦♥t✲❈♦✈❡r
❚❡①t ♠❛② ❜❡ ❛t ♠♦st ✺ ✇♦r❞s✱ ❛♥❞ ❛ ❇❛❝❦✲❈♦✈❡r ❚❡①t ♠❛② ❜❡ ❛t ♠♦st ✷✺ ✇♦r❞s✳

❆ ✏❚r❛♥s♣❛r❡♥t✑ ❝♦♣② ♦❢ t❤❡ ❉♦❝✉♠❡♥t ♠❡❛♥s ❛ ♠❛❝❤✐♥❡✲r❡❛❞❛❜❧❡ ❝♦♣②✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ ❢♦r♠❛t
✇❤♦s❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣✉❜❧✐❝✱ t❤❛t ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r r❡✈✐s✐♥❣ t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t str❛✐❣❤t✲
❢♦r✇❛r❞❧② ✇✐t❤ ❣❡♥❡r✐❝ t❡①t ❡❞✐t♦rs ♦r ✭❢♦r ✐♠❛❣❡s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♣✐①❡❧s✮ ❣❡♥❡r✐❝ ♣❛✐♥t ♣r♦❣r❛♠s ♦r ✭❢♦r
❞r❛✇✐♥❣s✮ s♦♠❡ ✇✐❞❡❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞r❛✇✐♥❣ ❡❞✐t♦r✱ ❛♥❞ t❤❛t ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ✐♥♣✉t t♦ t❡①t ❢♦r♠❛tt❡rs ♦r ❢♦r
❛✉t♦♠❛t✐❝ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t♦ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❢♦r♠❛ts s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ✐♥♣✉t t♦ t❡①t ❢♦r♠❛tt❡rs✳ ❆ ❝♦♣② ♠❛❞❡ ✐♥ ❛♥
♦t❤❡r✇✐s❡ ❚r❛♥s♣❛r❡♥t ✜❧❡ ❢♦r♠❛t ✇❤♦s❡ ♠❛r❦✉♣✱ ♦r ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛r❦✉♣✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛rr❛♥❣❡❞ t♦ t❤✇❛rt ♦r

■✳ ❉✳ ❋❧✐♥t♦❢t ✹✽ ❱❡rs✐♦♥ ✶✳✵✱ ✷✹t❤ ❋❡❜r✉❛r②✱ ✷✵✶✽



❞✐s❝♦✉r❛❣❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❜② r❡❛❞❡rs ✐s ♥♦t ❚r❛♥s♣❛r❡♥t✳ ❆♥ ✐♠❛❣❡ ❢♦r♠❛t ✐s ♥♦t ❚r❛♥s♣❛r❡♥t
✐❢ ✉s❡❞ ❢♦r ❛♥② s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❡①t✳ ❆ ❝♦♣② t❤❛t ✐s ♥♦t ✏❚r❛♥s♣❛r❡♥t✑ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✏❖♣❛q✉❡✑✳

❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r♠❛ts ❢♦r ❚r❛♥s♣❛r❡♥t ❝♦♣✐❡s ✐♥❝❧✉❞❡ ♣❧❛✐♥ ❆❙❈■■ ✇✐t❤♦✉t ♠❛r❦✉♣✱ ❚❡①✐♥❢♦
✐♥♣✉t ❢♦r♠❛t✱ ▲❛❚❡❳ ✐♥♣✉t ❢♦r♠❛t✱ ❙●▼▲ ♦r ❳▼▲ ✉s✐♥❣ ❛ ♣✉❜❧✐❝❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❉❚❉✱ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞✲
❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ s✐♠♣❧❡ ❍❚▼▲✱ P♦st❙❝r✐♣t ♦r P❉❋ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❤✉♠❛♥ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ tr❛♥s♣❛r❡♥t
✐♠❛❣❡ ❢♦r♠❛ts ✐♥❝❧✉❞❡ P◆●✱ ❳❈❋ ❛♥❞ ❏P●✳ ❖♣❛q✉❡ ❢♦r♠❛ts ✐♥❝❧✉❞❡ ♣r♦♣r✐❡t❛r② ❢♦r♠❛ts t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞
❛♥❞ ❡❞✐t❡❞ ♦♥❧② ❜② ♣r♦♣r✐❡t❛r② ✇♦r❞ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ ❙●▼▲ ♦r ❳▼▲ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❉❚❉ ❛♥❞✴♦r ♣r♦❝❡ss✐♥❣
t♦♦❧s ❛r❡ ♥♦t ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡✲❣❡♥❡r❛t❡❞ ❍❚▼▲✱ P♦st❙❝r✐♣t ♦r P❉❋ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜②
s♦♠❡ ✇♦r❞ ♣r♦❝❡ss♦rs ❢♦r ♦✉t♣✉t ♣✉r♣♦s❡s ♦♥❧②✳

❚❤❡ ✏❚✐t❧❡ P❛❣❡✑ ♠❡❛♥s✱ ❢♦r ❛ ♣r✐♥t❡❞ ❜♦♦❦✱ t❤❡ t✐t❧❡ ♣❛❣❡ ✐ts❡❧❢✱ ♣❧✉s s✉❝❤ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛❣❡s ❛s ❛r❡
♥❡❡❞❡❞ t♦ ❤♦❧❞✱ ❧❡❣✐❜❧②✱ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ t❤✐s ▲✐❝❡♥s❡ r❡q✉✐r❡s t♦ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ t✐t❧❡ ♣❛❣❡✳ ❋♦r ✇♦r❦s ✐♥
❢♦r♠❛ts ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥② t✐t❧❡ ♣❛❣❡ ❛s s✉❝❤✱ ✏❚✐t❧❡ P❛❣❡✑ ♠❡❛♥s t❤❡ t❡①t ♥❡❛r t❤❡ ♠♦st ♣r♦♠✐♥❡♥t
❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦✬s t✐t❧❡✱ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜♦❞② ♦❢ t❤❡ t❡①t✳

❚❤❡ ✏♣✉❜❧✐s❤❡r✑ ♠❡❛♥s ❛♥② ♣❡rs♦♥ ♦r ❡♥t✐t② t❤❛t ❞✐str✐❜✉t❡s ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ ❉♦❝✉♠❡♥t t♦ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝✳
❆ s❡❝t✐♦♥ ✏❊♥t✐t❧❡❞ ❳❨❩✑ ♠❡❛♥s ❛ ♥❛♠❡❞ s✉❜✉♥✐t ♦❢ t❤❡ ❉♦❝✉♠❡♥t ✇❤♦s❡ t✐t❧❡ ❡✐t❤❡r ✐s ♣r❡❝✐s❡❧②

❳❨❩ ♦r ❝♦♥t❛✐♥s ❳❨❩ ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❡①t t❤❛t tr❛♥s❧❛t❡s ❳❨❩ ✐♥ ❛♥♦t❤❡r ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ✭❍❡r❡ ❳❨❩
st❛♥❞s ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ s❡❝t✐♦♥ ♥❛♠❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❧♦✇✱ s✉❝❤ ❛s ✏❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts✑✱ ✏❉❡❞✐❝❛t✐♦♥s✑✱
✏❊♥❞♦rs❡♠❡♥ts✑✱ ♦r ✏❍✐st♦r②✑✳✮ ❚♦ ✏Pr❡s❡r✈❡ t❤❡ ❚✐t❧❡✑ ♦❢ s✉❝❤ ❛ s❡❝t✐♦♥ ✇❤❡♥ ②♦✉ ♠♦❞✐❢② t❤❡
❉♦❝✉♠❡♥t ♠❡❛♥s t❤❛t ✐t r❡♠❛✐♥s ❛ s❡❝t✐♦♥ ✏❊♥t✐t❧❡❞ ❳❨❩✑ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳

❚❤❡ ❉♦❝✉♠❡♥t ♠❛② ✐♥❝❧✉❞❡ ❲❛rr❛♥t② ❉✐s❝❧❛✐♠❡rs ♥❡①t t♦ t❤❡ ♥♦t✐❝❡ ✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t t❤✐s ▲✐❝❡♥s❡
❛♣♣❧✐❡s t♦ t❤❡ ❉♦❝✉♠❡♥t✳ ❚❤❡s❡ ❲❛rr❛♥t② ❉✐s❝❧❛✐♠❡rs ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❜② r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♥
t❤✐s ▲✐❝❡♥s❡✱ ❜✉t ♦♥❧② ❛s r❡❣❛r❞s ❞✐s❝❧❛✐♠✐♥❣ ✇❛rr❛♥t✐❡s✿ ❛♥② ♦t❤❡r ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡s❡ ❲❛rr❛♥t②
❉✐s❝❧❛✐♠❡rs ♠❛② ❤❛✈❡ ✐s ✈♦✐❞ ❛♥❞ ❤❛s ♥♦ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ▲✐❝❡♥s❡✳

✷✳ ❱❊❘❇❆❚■▼ ❈❖P❨■◆●

❨♦✉ ♠❛② ❝♦♣② ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t❡ t❤❡ ❉♦❝✉♠❡♥t ✐♥ ❛♥② ♠❡❞✐✉♠✱ ❡✐t❤❡r ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧❧② ♦r ♥♦♥❝♦♠♠❡r❝✐❛❧❧②✱
♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤✐s ▲✐❝❡♥s❡✱ t❤❡ ❝♦♣②r✐❣❤t ♥♦t✐❝❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐❝❡♥s❡ ♥♦t✐❝❡ s❛②✐♥❣ t❤✐s ▲✐❝❡♥s❡ ❛♣♣❧✐❡s t♦
t❤❡ ❉♦❝✉♠❡♥t ❛r❡ r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❛❧❧ ❝♦♣✐❡s✱ ❛♥❞ t❤❛t ②♦✉ ❛❞❞ ♥♦ ♦t❤❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤❛ts♦❡✈❡r t♦ t❤♦s❡ ♦❢
t❤✐s ▲✐❝❡♥s❡✳ ❨♦✉ ♠❛② ♥♦t ✉s❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡s t♦ ♦❜str✉❝t ♦r ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ r❡❛❞✐♥❣ ♦r ❢✉rt❤❡r ❝♦♣②✐♥❣
♦❢ t❤❡ ❝♦♣✐❡s ②♦✉ ♠❛❦❡ ♦r ❞✐str✐❜✉t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ②♦✉ ♠❛② ❛❝❝❡♣t ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ✐♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❢♦r ❝♦♣✐❡s✳ ■❢
②♦✉ ❞✐str✐❜✉t❡ ❛ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♣✐❡s ②♦✉ ♠✉st ❛❧s♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳

❨♦✉ ♠❛② ❛❧s♦ ❧❡♥❞ ❝♦♣✐❡s✱ ✉♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s st❛t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❛♥❞ ②♦✉ ♠❛② ♣✉❜❧✐❝❧② ❞✐s♣❧❛②
❝♦♣✐❡s✳

✸✳ ❈❖P❨■◆● ■◆ ◗❯❆◆❚■❚❨

■❢ ②♦✉ ♣✉❜❧✐s❤ ♣r✐♥t❡❞ ❝♦♣✐❡s ✭♦r ❝♦♣✐❡s ✐♥ ♠❡❞✐❛ t❤❛t ❝♦♠♠♦♥❧② ❤❛✈❡ ♣r✐♥t❡❞ ❝♦✈❡rs✮ ♦❢ t❤❡ ❉♦❝✉♠❡♥t✱
♥✉♠❜❡r✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✵✵✱ ❛♥❞ t❤❡ ❉♦❝✉♠❡♥t✬s ❧✐❝❡♥s❡ ♥♦t✐❝❡ r❡q✉✐r❡s ❈♦✈❡r ❚❡①ts✱ ②♦✉ ♠✉st ❡♥❝❧♦s❡
t❤❡ ❝♦♣✐❡s ✐♥ ❝♦✈❡rs t❤❛t ❝❛rr②✱ ❝❧❡❛r❧② ❛♥❞ ❧❡❣✐❜❧②✱ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❈♦✈❡r ❚❡①ts✿ ❋r♦♥t✲❈♦✈❡r ❚❡①ts ♦♥ t❤❡ ❢r♦♥t
❝♦✈❡r✱ ❛♥❞ ❇❛❝❦✲❈♦✈❡r ❚❡①ts ♦♥ t❤❡ ❜❛❝❦ ❝♦✈❡r✳ ❇♦t❤ ❝♦✈❡rs ♠✉st ❛❧s♦ ❝❧❡❛r❧② ❛♥❞ ❧❡❣✐❜❧② ✐❞❡♥t✐❢② ②♦✉ ❛s
t❤❡ ♣✉❜❧✐s❤❡r ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♣✐❡s✳ ❚❤❡ ❢r♦♥t ❝♦✈❡r ♠✉st ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❢✉❧❧ t✐t❧❡ ✇✐t❤ ❛❧❧ ✇♦r❞s ♦❢ t❤❡ t✐t❧❡ ❡q✉❛❧❧②
♣r♦♠✐♥❡♥t ❛♥❞ ✈✐s✐❜❧❡✳ ❨♦✉ ♠❛② ❛❞❞ ♦t❤❡r ♠❛t❡r✐❛❧ ♦♥ t❤❡ ❝♦✈❡rs ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✳ ❈♦♣②✐♥❣ ✇✐t❤ ❝❤❛♥❣❡s
❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦✈❡rs✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡② ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ t✐t❧❡ ♦❢ t❤❡ ❉♦❝✉♠❡♥t ❛♥❞ s❛t✐s❢② t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱
❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ✈❡r❜❛t✐♠ ❝♦♣②✐♥❣ ✐♥ ♦t❤❡r r❡s♣❡❝ts✳

■❢ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ t❡①ts ❢♦r ❡✐t❤❡r ❝♦✈❡r ❛r❡ t♦♦ ✈♦❧✉♠✐♥♦✉s t♦ ✜t ❧❡❣✐❜❧②✱ ②♦✉ s❤♦✉❧❞ ♣✉t t❤❡ ✜rst ♦♥❡s
❧✐st❡❞ ✭❛s ♠❛♥② ❛s ✜t r❡❛s♦♥❛❜❧②✮ ♦♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❝♦✈❡r✱ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉❡ t❤❡ r❡st ♦♥t♦ ❛❞❥❛❝❡♥t ♣❛❣❡s✳

■❢ ②♦✉ ♣✉❜❧✐s❤ ♦r ❞✐str✐❜✉t❡ ❖♣❛q✉❡ ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ ❉♦❝✉♠❡♥t ♥✉♠❜❡r✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✵✵✱ ②♦✉ ♠✉st
❡✐t❤❡r ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ♠❛❝❤✐♥❡✲r❡❛❞❛❜❧❡ ❚r❛♥s♣❛r❡♥t ❝♦♣② ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❖♣❛q✉❡ ❝♦♣②✱ ♦r st❛t❡ ✐♥ ♦r ✇✐t❤
❡❛❝❤ ❖♣❛q✉❡ ❝♦♣② ❛ ❝♦♠♣✉t❡r✲♥❡t✇♦r❦ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♥❡t✇♦r❦✲✉s✐♥❣ ♣✉❜❧✐❝ ❤❛s ❛❝❝❡ss
t♦ ❞♦✇♥❧♦❛❞ ✉s✐♥❣ ♣✉❜❧✐❝✲st❛♥❞❛r❞ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦t♦❝♦❧s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❚r❛♥s♣❛r❡♥t ❝♦♣② ♦❢ t❤❡ ❉♦❝✉♠❡♥t✱
❢r❡❡ ♦❢ ❛❞❞❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ■❢ ②♦✉ ✉s❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ♦♣t✐♦♥✱ ②♦✉ ♠✉st t❛❦❡ r❡❛s♦♥❛❜❧② ♣r✉❞❡♥t st❡♣s✱ ✇❤❡♥ ②♦✉
❜❡❣✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❖♣❛q✉❡ ❝♦♣✐❡s ✐♥ q✉❛♥t✐t②✱ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤✐s ❚r❛♥s♣❛r❡♥t ❝♦♣② ✇✐❧❧ r❡♠❛✐♥ t❤✉s
❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❛t t❤❡ st❛t❡❞ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✉♥t✐❧ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ②❡❛r ❛❢t❡r t❤❡ ❧❛st t✐♠❡ ②♦✉ ❞✐str✐❜✉t❡ ❛♥ ❖♣❛q✉❡ ❝♦♣②
✭❞✐r❡❝t❧② ♦r t❤r♦✉❣❤ ②♦✉r ❛❣❡♥ts ♦r r❡t❛✐❧❡rs✮ ♦❢ t❤❛t ❡❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝✳

■✳ ❉✳ ❋❧✐♥t♦❢t ✹✾ ❱❡rs✐♦♥ ✶✳✵✱ ✷✹t❤ ❋❡❜r✉❛r②✱ ✷✵✶✽



■t ✐s r❡q✉❡st❡❞✱ ❜✉t ♥♦t r❡q✉✐r❡❞✱ t❤❛t ②♦✉ ❝♦♥t❛❝t t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ t❤❡ ❉♦❝✉♠❡♥t ✇❡❧❧ ❜❡❢♦r❡ r❡❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♥❣ ❛♥② ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♣✐❡s✱ t♦ ❣✐✈❡ t❤❡♠ ❛ ❝❤❛♥❝❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ②♦✉ ✇✐t❤ ❛♥ ✉♣❞❛t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❉♦❝✉♠❡♥t✳

✹✳ ▼❖❉■❋■❈❆❚■❖◆❙

❨♦✉ ♠❛② ❝♦♣② ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t❡ ❛ ▼♦❞✐✜❡❞ ❱❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉♦❝✉♠❡♥t ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ s❡❝t✐♦♥s
✷ ❛♥❞ ✸ ❛❜♦✈❡✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t ②♦✉ r❡❧❡❛s❡ t❤❡ ▼♦❞✐✜❡❞ ❱❡rs✐♦♥ ✉♥❞❡r ♣r❡❝✐s❡❧② t❤✐s ▲✐❝❡♥s❡✱ ✇✐t❤ t❤❡
▼♦❞✐✜❡❞ ❱❡rs✐♦♥ ✜❧❧✐♥❣ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❉♦❝✉♠❡♥t✱ t❤✉s ❧✐❝❡♥s✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
▼♦❞✐✜❡❞ ❱❡rs✐♦♥ t♦ ✇❤♦❡✈❡r ♣♦ss❡ss❡s ❛ ❝♦♣② ♦❢ ✐t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ②♦✉ ♠✉st ❞♦ t❤❡s❡ t❤✐♥❣s ✐♥ t❤❡
▼♦❞✐✜❡❞ ❱❡rs✐♦♥✿

❆✳ ❯s❡ ✐♥ t❤❡ ❚✐t❧❡ P❛❣❡ ✭❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦✈❡rs✱ ✐❢ ❛♥②✮ ❛ t✐t❧❡ ❞✐st✐♥❝t ❢r♦♠ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❉♦❝✉♠❡♥t✱ ❛♥❞
❢r♦♠ t❤♦s❡ ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s ✈❡rs✐♦♥s ✭✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✇❡r❡ ❛♥②✱ ❜❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❍✐st♦r② s❡❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❉♦❝✉♠❡♥t✮✳ ❨♦✉ ♠❛② ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ t✐t❧❡ ❛s ❛ ♣r❡✈✐♦✉s ✈❡rs✐♦♥ ✐❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣✉❜❧✐s❤❡r ♦❢ t❤❛t
✈❡rs✐♦♥ ❣✐✈❡s ♣❡r♠✐ss✐♦♥✳

❇✳ ▲✐st ♦♥ t❤❡ ❚✐t❧❡ P❛❣❡✱ ❛s ❛✉t❤♦rs✱ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ♣❡rs♦♥s ♦r ❡♥t✐t✐❡s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❛✉t❤♦rs❤✐♣ ♦❢ t❤❡
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ▼♦❞✐✜❡❞ ❱❡rs✐♦♥✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛t ❧❡❛st ✜✈❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛✉t❤♦rs ♦❢ t❤❡
❉♦❝✉♠❡♥t ✭❛❧❧ ♦❢ ✐ts ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛✉t❤♦rs✱ ✐❢ ✐t ❤❛s ❢❡✇❡r t❤❛♥ ✜✈❡✮✱ ✉♥❧❡ss t❤❡② r❡❧❡❛s❡ ②♦✉ ❢r♦♠ t❤✐s
r❡q✉✐r❡♠❡♥t✳

❈✳ ❙t❛t❡ ♦♥ t❤❡ ❚✐t❧❡ ♣❛❣❡ t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❜❧✐s❤❡r ♦❢ t❤❡ ▼♦❞✐✜❡❞ ❱❡rs✐♦♥✱ ❛s t❤❡ ♣✉❜❧✐s❤❡r✳

❉✳ Pr❡s❡r✈❡ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♣②r✐❣❤t ♥♦t✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❉♦❝✉♠❡♥t✳

❊✳ ❆❞❞ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝♦♣②r✐❣❤t ♥♦t✐❝❡ ❢♦r ②♦✉r ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♣②r✐❣❤t ♥♦t✐❝❡s✳

❋✳ ■♥❝❧✉❞❡✱ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r t❤❡ ❝♦♣②r✐❣❤t ♥♦t✐❝❡s✱ ❛ ❧✐❝❡♥s❡ ♥♦t✐❝❡ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ t♦
✉s❡ t❤❡ ▼♦❞✐✜❡❞ ❱❡rs✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ t❡r♠s ♦❢ t❤✐s ▲✐❝❡♥s❡✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❆❞❞❡♥❞✉♠
❜❡❧♦✇✳

●✳ Pr❡s❡r✈❡ ✐♥ t❤❛t ❧✐❝❡♥s❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❡ ❢✉❧❧ ❧✐sts ♦❢ ■♥✈❛r✐❛♥t ❙❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ r❡q✉✐r❡❞ ❈♦✈❡r ❚❡①ts ❣✐✈❡♥ ✐♥
t❤❡ ❉♦❝✉♠❡♥t✬s ❧✐❝❡♥s❡ ♥♦t✐❝❡✳

❍✳ ■♥❝❧✉❞❡ ❛♥ ✉♥❛❧t❡r❡❞ ❝♦♣② ♦❢ t❤✐s ▲✐❝❡♥s❡✳

■✳ Pr❡s❡r✈❡ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ❊♥t✐t❧❡❞ ✏❍✐st♦r②✑✱ Pr❡s❡r✈❡ ✐ts ❚✐t❧❡✱ ❛♥❞ ❛❞❞ t♦ ✐t ❛♥ ✐t❡♠ st❛t✐♥❣ ❛t ❧❡❛st t❤❡
t✐t❧❡✱ ②❡❛r✱ ♥❡✇ ❛✉t❤♦rs✱ ❛♥❞ ♣✉❜❧✐s❤❡r ♦❢ t❤❡ ▼♦❞✐✜❡❞ ❱❡rs✐♦♥ ❛s ❣✐✈❡♥ ♦♥ t❤❡ ❚✐t❧❡ P❛❣❡✳ ■❢ t❤❡r❡
✐s ♥♦ s❡❝t✐♦♥ ❊♥t✐t❧❡❞ ✏❍✐st♦r②✑ ✐♥ t❤❡ ❉♦❝✉♠❡♥t✱ ❝r❡❛t❡ ♦♥❡ st❛t✐♥❣ t❤❡ t✐t❧❡✱ ②❡❛r✱ ❛✉t❤♦rs✱ ❛♥❞
♣✉❜❧✐s❤❡r ♦❢ t❤❡ ❉♦❝✉♠❡♥t ❛s ❣✐✈❡♥ ♦♥ ✐ts ❚✐t❧❡ P❛❣❡✱ t❤❡♥ ❛❞❞ ❛♥ ✐t❡♠ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ▼♦❞✐✜❡❞
❱❡rs✐♦♥ ❛s st❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡♥t❡♥❝❡✳

❏✳ Pr❡s❡r✈❡ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ✐❢ ❛♥②✱ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❉♦❝✉♠❡♥t ❢♦r ♣✉❜❧✐❝ ❛❝❝❡ss t♦ ❛ ❚r❛♥s♣❛r❡♥t
❝♦♣② ♦❢ t❤❡ ❉♦❝✉♠❡♥t✱ ❛♥❞ ❧✐❦❡✇✐s❡ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❉♦❝✉♠❡♥t ❢♦r ♣r❡✈✐♦✉s
✈❡rs✐♦♥s ✐t ✇❛s ❜❛s❡❞ ♦♥✳ ❚❤❡s❡ ♠❛② ❜❡ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ✏❍✐st♦r②✑ s❡❝t✐♦♥✳ ❨♦✉ ♠❛② ♦♠✐t ❛ ♥❡t✇♦r❦
❧♦❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ✇♦r❦ t❤❛t ✇❛s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❛t ❧❡❛st ❢♦✉r ②❡❛rs ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❉♦❝✉♠❡♥t ✐ts❡❧❢✱ ♦r ✐❢ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ♣✉❜❧✐s❤❡r ♦❢ t❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ✐t r❡❢❡rs t♦ ❣✐✈❡s ♣❡r♠✐ss✐♦♥✳

❑✳ ❋♦r ❛♥② s❡❝t✐♦♥ ❊♥t✐t❧❡❞ ✏❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts✑ ♦r ✏❉❡❞✐❝❛t✐♦♥s✑✱ Pr❡s❡r✈❡ t❤❡ ❚✐t❧❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥✱
❛♥❞ ♣r❡s❡r✈❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ❛❧❧ t❤❡ s✉❜st❛♥❝❡ ❛♥❞ t♦♥❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t♦r ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts
❛♥❞✴♦r ❞❡❞✐❝❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ t❤❡r❡✐♥✳

▲✳ Pr❡s❡r✈❡ ❛❧❧ t❤❡ ■♥✈❛r✐❛♥t ❙❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❉♦❝✉♠❡♥t✱ ✉♥❛❧t❡r❡❞ ✐♥ t❤❡✐r t❡①t ❛♥❞ ✐♥ t❤❡✐r t✐t❧❡s✳
❙❡❝t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs ♦r t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ t✐t❧❡s✳

▼✳ ❉❡❧❡t❡ ❛♥② s❡❝t✐♦♥ ❊♥t✐t❧❡❞ ✏❊♥❞♦rs❡♠❡♥ts✑✳ ❙✉❝❤ ❛ s❡❝t✐♦♥ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ▼♦❞✐✜❡❞
❱❡rs✐♦♥✳

◆✳ ❉♦ ♥♦t r❡t✐t❧❡ ❛♥② ❡①✐st✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❊♥t✐t❧❡❞ ✏❊♥❞♦rs❡♠❡♥ts✑ ♦r t♦ ❝♦♥✢✐❝t ✐♥ t✐t❧❡ ✇✐t❤ ❛♥②
■♥✈❛r✐❛♥t ❙❡❝t✐♦♥✳

■✳ ❉✳ ❋❧✐♥t♦❢t ✺✵ ❱❡rs✐♦♥ ✶✳✵✱ ✷✹t❤ ❋❡❜r✉❛r②✱ ✷✵✶✽



❖✳ Pr❡s❡r✈❡ ❛♥② ❲❛rr❛♥t② ❉✐s❝❧❛✐♠❡rs✳

■❢ t❤❡ ▼♦❞✐✜❡❞ ❱❡rs✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡s ♥❡✇ ❢r♦♥t✲♠❛tt❡r s❡❝t✐♦♥s ♦r ❛♣♣❡♥❞✐❝❡s t❤❛t q✉❛❧✐❢② ❛s ❙❡❝♦♥❞❛r②
❙❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥ ♥♦ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦♣✐❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❉♦❝✉♠❡♥t✱ ②♦✉ ♠❛② ❛t ②♦✉r ♦♣t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥❛t❡ s♦♠❡
♦r ❛❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ s❡❝t✐♦♥s ❛s ✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ❚♦ ❞♦ t❤✐s✱ ❛❞❞ t❤❡✐r t✐t❧❡s t♦ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ■♥✈❛r✐❛♥t ❙❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡
▼♦❞✐✜❡❞ ❱❡rs✐♦♥✬s ❧✐❝❡♥s❡ ♥♦t✐❝❡✳ ❚❤❡s❡ t✐t❧❡s ♠✉st ❜❡ ❞✐st✐♥❝t ❢r♦♠ ❛♥② ♦t❤❡r s❡❝t✐♦♥ t✐t❧❡s✳

❨♦✉ ♠❛② ❛❞❞ ❛ s❡❝t✐♦♥ ❊♥t✐t❧❡❞ ✏❊♥❞♦rs❡♠❡♥ts✑✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦t❤✐♥❣ ❜✉t ❡♥❞♦rs❡♠❡♥ts ♦❢
②♦✉r ▼♦❞✐✜❡❞ ❱❡rs✐♦♥ ❜② ✈❛r✐♦✉s ♣❛rt✐❡s✖❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ st❛t❡♠❡♥ts ♦❢ ♣❡❡r r❡✈✐❡✇ ♦r t❤❛t t❤❡ t❡①t ❤❛s
❜❡❡♥ ❛♣♣r♦✈❡❞ ❜② ❛♥ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ ❛✉t❤♦r✐t❛t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ st❛♥❞❛r❞✳

❨♦✉ ♠❛② ❛❞❞ ❛ ♣❛ss❛❣❡ ♦❢ ✉♣ t♦ ✜✈❡ ✇♦r❞s ❛s ❛ ❋r♦♥t✲❈♦✈❡r ❚❡①t✱ ❛♥❞ ❛ ♣❛ss❛❣❡ ♦❢ ✉♣ t♦ ✷✺ ✇♦r❞s
❛s ❛ ❇❛❝❦✲❈♦✈❡r ❚❡①t✱ t♦ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❈♦✈❡r ❚❡①ts ✐♥ t❤❡ ▼♦❞✐✜❡❞ ❱❡rs✐♦♥✳ ❖♥❧② ♦♥❡ ♣❛ss❛❣❡
♦❢ ❋r♦♥t✲❈♦✈❡r ❚❡①t ❛♥❞ ♦♥❡ ♦❢ ❇❛❝❦✲❈♦✈❡r ❚❡①t ♠❛② ❜❡ ❛❞❞❡❞ ❜② ✭♦r t❤r♦✉❣❤ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♠❛❞❡ ❜②✮
❛♥② ♦♥❡ ❡♥t✐t②✳ ■❢ t❤❡ ❉♦❝✉♠❡♥t ❛❧r❡❛❞② ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ❝♦✈❡r t❡①t ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❝♦✈❡r✱ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❛❞❞❡❞ ❜②
②♦✉ ♦r ❜② ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♠❛❞❡ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❡♥t✐t② ②♦✉ ❛r❡ ❛❝t✐♥❣ ♦♥ ❜❡❤❛❧❢ ♦❢✱ ②♦✉ ♠❛② ♥♦t ❛❞❞ ❛♥♦t❤❡r❀
❜✉t ②♦✉ ♠❛② r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ♦❧❞ ♦♥❡✱ ♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣✉❜❧✐s❤❡r t❤❛t ❛❞❞❡❞ t❤❡ ♦❧❞
♦♥❡✳

❚❤❡ ❛✉t❤♦r✭s✮ ❛♥❞ ♣✉❜❧✐s❤❡r✭s✮ ♦❢ t❤❡ ❉♦❝✉♠❡♥t ❞♦ ♥♦t ❜② t❤✐s ▲✐❝❡♥s❡ ❣✐✈❡ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ t♦ ✉s❡ t❤❡✐r
♥❛♠❡s ❢♦r ♣✉❜❧✐❝✐t② ❢♦r ♦r t♦ ❛ss❡rt ♦r ✐♠♣❧② ❡♥❞♦rs❡♠❡♥t ♦❢ ❛♥② ▼♦❞✐✜❡❞ ❱❡rs✐♦♥✳

✺✳ ❈❖▼❇■◆■◆● ❉❖❈❯▼❊◆❚❙

❨♦✉ ♠❛② ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ❉♦❝✉♠❡♥t ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❞♦❝✉♠❡♥ts r❡❧❡❛s❡❞ ✉♥❞❡r t❤✐s ▲✐❝❡♥s❡✱ ✉♥❞❡r t❤❡ t❡r♠s
❞❡✜♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹ ❛❜♦✈❡ ❢♦r ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥s✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t ②♦✉ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡
■♥✈❛r✐❛♥t ❙❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞♦❝✉♠❡♥ts✱ ✉♥♠♦❞✐✜❡❞✱ ❛♥❞ ❧✐st t❤❡♠ ❛❧❧ ❛s ■♥✈❛r✐❛♥t ❙❡❝t✐♦♥s ♦❢
②♦✉r ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇♦r❦ ✐♥ ✐ts ❧✐❝❡♥s❡ ♥♦t✐❝❡✱ ❛♥❞ t❤❛t ②♦✉ ♣r❡s❡r✈❡ ❛❧❧ t❤❡✐r ❲❛rr❛♥t② ❉✐s❝❧❛✐♠❡rs✳

❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇♦r❦ ♥❡❡❞ ♦♥❧② ❝♦♥t❛✐♥ ♦♥❡ ❝♦♣② ♦❢ t❤✐s ▲✐❝❡♥s❡✱ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ■♥✈❛r✐❛♥t
❙❡❝t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦♣②✳ ■❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ■♥✈❛r✐❛♥t ❙❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡
♥❛♠❡ ❜✉t ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥t❡♥ts✱ ♠❛❦❡ t❤❡ t✐t❧❡ ♦❢ ❡❛❝❤ s✉❝❤ s❡❝t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ✐t✱ ✐♥
♣❛r❡♥t❤❡s❡s✱ t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛✉t❤♦r ♦r ♣✉❜❧✐s❤❡r ♦❢ t❤❛t s❡❝t✐♦♥ ✐❢ ❦♥♦✇♥✱ ♦r ❡❧s❡ ❛ ✉♥✐q✉❡
♥✉♠❜❡r✳ ▼❛❦❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t t♦ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ t✐t❧❡s ✐♥ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ■♥✈❛r✐❛♥t ❙❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❧✐❝❡♥s❡
♥♦t✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇♦r❦✳

■♥ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✱ ②♦✉ ♠✉st ❝♦♠❜✐♥❡ ❛♥② s❡❝t✐♦♥s ❊♥t✐t❧❡❞ ✏❍✐st♦r②✑ ✐♥ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞♦❝✲
✉♠❡♥ts✱ ❢♦r♠✐♥❣ ♦♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❊♥t✐t❧❡❞ ✏❍✐st♦r②✑❀ ❧✐❦❡✇✐s❡ ❝♦♠❜✐♥❡ ❛♥② s❡❝t✐♦♥s ❊♥t✐t❧❡❞ ✏❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡✲
♠❡♥ts✑✱ ❛♥❞ ❛♥② s❡❝t✐♦♥s ❊♥t✐t❧❡❞ ✏❉❡❞✐❝❛t✐♦♥s✑✳ ❨♦✉ ♠✉st ❞❡❧❡t❡ ❛❧❧ s❡❝t✐♦♥s ❊♥t✐t❧❡❞ ✏❊♥❞♦rs❡♠❡♥ts✑✳

✻✳ ❈❖▲▲❊❈❚■❖◆❙ ❖❋ ❉❖❈❯▼❊◆❚❙

❨♦✉ ♠❛② ♠❛❦❡ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❉♦❝✉♠❡♥t ❛♥❞ ♦t❤❡r ❞♦❝✉♠❡♥ts r❡❧❡❛s❡❞ ✉♥❞❡r t❤✐s
▲✐❝❡♥s❡✱ ❛♥❞ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤✐s ▲✐❝❡♥s❡ ✐♥ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❞♦❝✉♠❡♥ts ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦♣②
t❤❛t ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t ②♦✉ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ t❤✐s ▲✐❝❡♥s❡ ❢♦r ✈❡r❜❛t✐♠ ❝♦♣②✐♥❣
♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✐♥ ❛❧❧ ♦t❤❡r r❡s♣❡❝ts✳

❨♦✉ ♠❛② ❡①tr❛❝t ❛ s✐♥❣❧❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❢r♦♠ s✉❝❤ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t❡ ✐t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ✉♥❞❡r t❤✐s
▲✐❝❡♥s❡✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ ②♦✉ ✐♥s❡rt ❛ ❝♦♣② ♦❢ t❤✐s ▲✐❝❡♥s❡ ✐♥t♦ t❤❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇ t❤✐s ▲✐❝❡♥s❡
✐♥ ❛❧❧ ♦t❤❡r r❡s♣❡❝ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ✈❡r❜❛t✐♠ ❝♦♣②✐♥❣ ♦❢ t❤❛t ❞♦❝✉♠❡♥t✳

✼✳ ❆●●❘❊●❆❚■❖◆ ❲■❚❍ ■◆❉❊P❊◆❉❊◆❚ ❲❖❘❑❙

❆ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉♦❝✉♠❡♥t ♦r ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✇✐t❤ ♦t❤❡r s❡♣❛r❛t❡ ❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞♦❝✉♠❡♥ts ♦r
✇♦r❦s✱ ✐♥ ♦r ♦♥ ❛ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❛ st♦r❛❣❡ ♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠❡❞✐✉♠✱ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ✏❛❣❣r❡❣❛t❡✑ ✐❢ t❤❡ ❝♦♣②r✐❣❤t
r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ✉s❡❞ t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ ❧❡❣❛❧ r✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥✬s ✉s❡rs ❜❡②♦♥❞ ✇❤❛t
t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇♦r❦s ♣❡r♠✐t✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❉♦❝✉♠❡♥t ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡✱ t❤✐s ▲✐❝❡♥s❡ ❞♦❡s ♥♦t
❛♣♣❧② t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ✇♦r❦s ✐♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t t❤❡♠s❡❧✈❡s ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇♦r❦s ♦❢ t❤❡ ❉♦❝✉♠❡♥t✳

■❢ t❤❡ ❈♦✈❡r ❚❡①t r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✸ ✐s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ t❤❡s❡ ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ ❉♦❝✉♠❡♥t✱ t❤❡♥ ✐❢
t❤❡ ❉♦❝✉♠❡♥t ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ♦♥❡ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡✱ t❤❡ ❉♦❝✉♠❡♥t✬s ❈♦✈❡r ❚❡①ts ♠❛② ❜❡ ♣❧❛❝❡❞
♦♥ ❝♦✈❡rs t❤❛t ❜r❛❝❦❡t t❤❡ ❉♦❝✉♠❡♥t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡✱ ♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ ❝♦✈❡rs ✐❢ t❤❡
❉♦❝✉♠❡♥t ✐s ✐♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❢♦r♠✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ t❤❡② ♠✉st ❛♣♣❡❛r ♦♥ ♣r✐♥t❡❞ ❝♦✈❡rs t❤❛t ❜r❛❝❦❡t t❤❡ ✇❤♦❧❡
❛❣❣r❡❣❛t❡✳

■✳ ❉✳ ❋❧✐♥t♦❢t ✺✶ ❱❡rs✐♦♥ ✶✳✵✱ ✷✹t❤ ❋❡❜r✉❛r②✱ ✷✵✶✽
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❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥✱ s♦ ②♦✉ ♠❛② ❞✐str✐❜✉t❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❉♦❝✉♠❡♥t
✉♥❞❡r t❤❡ t❡r♠s ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✹✳ ❘❡♣❧❛❝✐♥❣ ■♥✈❛r✐❛♥t ❙❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡s s♣❡❝✐❛❧ ♣❡r♠✐ss✐♦♥
❢r♦♠ t❤❡✐r ❝♦♣②r✐❣❤t ❤♦❧❞❡rs✱ ❜✉t ②♦✉ ♠❛② ✐♥❝❧✉❞❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ♦❢ s♦♠❡ ♦r ❛❧❧ ■♥✈❛r✐❛♥t ❙❡❝t✐♦♥s ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥
t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ■♥✈❛r✐❛♥t ❙❡❝t✐♦♥s✳ ❨♦✉ ♠❛② ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ▲✐❝❡♥s❡✱ ❛♥❞
❛❧❧ t❤❡ ❧✐❝❡♥s❡ ♥♦t✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ❉♦❝✉♠❡♥t✱ ❛♥❞ ❛♥② ❲❛rr❛♥t② ❉✐s❝❧❛✐♠❡rs✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t ②♦✉ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❊♥❣❧✐s❤ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ▲✐❝❡♥s❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤♦s❡ ♥♦t✐❝❡s ❛♥❞ ❞✐s❝❧❛✐♠❡rs✳ ■♥
❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❞✐s❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ▲✐❝❡♥s❡ ♦r ❛ ♥♦t✐❝❡ ♦r
❞✐s❝❧❛✐♠❡r✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ✇✐❧❧ ♣r❡✈❛✐❧✳

■❢ ❛ s❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❉♦❝✉♠❡♥t ✐s ❊♥t✐t❧❡❞ ✏❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts✑✱ ✏❉❡❞✐❝❛t✐♦♥s✑✱ ♦r ✏❍✐st♦r②✑✱ t❤❡ r❡q✉✐r❡✲
♠❡♥t ✭s❡❝t✐♦♥ ✹✮ t♦ Pr❡s❡r✈❡ ✐ts ❚✐t❧❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✶✮ ✇✐❧❧ t②♣✐❝❛❧❧② r❡q✉✐r❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ t✐t❧❡✳
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❨♦✉ ♠❛② ♥♦t ❝♦♣②✱ ♠♦❞✐❢②✱ s✉❜❧✐❝❡♥s❡✱ ♦r ❞✐str✐❜✉t❡ t❤❡ ❉♦❝✉♠❡♥t ❡①❝❡♣t ❛s ❡①♣r❡ss❧② ♣r♦✈✐❞❡❞
✉♥❞❡r t❤✐s ▲✐❝❡♥s❡✳ ❆♥② ❛tt❡♠♣t ♦t❤❡r✇✐s❡ t♦ ❝♦♣②✱ ♠♦❞✐❢②✱ s✉❜❧✐❝❡♥s❡✱ ♦r ❞✐str✐❜✉t❡ ✐t ✐s ✈♦✐❞✱ ❛♥❞ ✇✐❧❧
❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② t❡r♠✐♥❛t❡ ②♦✉r r✐❣❤ts ✉♥❞❡r t❤✐s ▲✐❝❡♥s❡✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ②♦✉ ❝❡❛s❡ ❛❧❧ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ▲✐❝❡♥s❡✱ t❤❡♥ ②♦✉r ❧✐❝❡♥s❡ ❢r♦♠ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♣②r✐❣❤t ❤♦❧❞❡r
✐s r❡✐♥st❛t❡❞ ✭❛✮ ♣r♦✈✐s✐♦♥❛❧❧②✱ ✉♥❧❡ss ❛♥❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❝♦♣②r✐❣❤t ❤♦❧❞❡r ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t❡r♠✐♥❛t❡s ②♦✉r
❧✐❝❡♥s❡✱ ❛♥❞ ✭❜✮ ♣❡r♠❛♥❡♥t❧②✱ ✐❢ t❤❡ ❝♦♣②r✐❣❤t ❤♦❧❞❡r ❢❛✐❧s t♦ ♥♦t✐❢② ②♦✉ ♦❢ t❤❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❜② s♦♠❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡
♠❡❛♥s ♣r✐♦r t♦ ✻✵ ❞❛②s ❛❢t❡r t❤❡ ❝❡ss❛t✐♦♥✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ②♦✉r ❧✐❝❡♥s❡ ❢r♦♠ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♣②r✐❣❤t ❤♦❧❞❡r ✐s r❡✐♥st❛t❡❞ ♣❡r♠❛♥❡♥t❧② ✐❢ t❤❡ ❝♦♣②r✐❣❤t
❤♦❧❞❡r ♥♦t✐✜❡s ②♦✉ ♦❢ t❤❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❜② s♦♠❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♠❡❛♥s✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ✜rst t✐♠❡ ②♦✉ ❤❛✈❡ r❡❝❡✐✈❡❞
♥♦t✐❝❡ ♦❢ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ▲✐❝❡♥s❡ ✭❢♦r ❛♥② ✇♦r❦✮ ❢r♦♠ t❤❛t ❝♦♣②r✐❣❤t ❤♦❧❞❡r✱ ❛♥❞ ②♦✉ ❝✉r❡ t❤❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥
♣r✐♦r t♦ ✸✵ ❞❛②s ❛❢t❡r ②♦✉r r❡❝❡✐♣t ♦❢ t❤❡ ♥♦t✐❝❡✳

❚❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ②♦✉r r✐❣❤ts ✉♥❞❡r t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t t❡r♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❧✐❝❡♥s❡s ♦❢ ♣❛rt✐❡s ✇❤♦ ❤❛✈❡
r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♣✐❡s ♦r r✐❣❤ts ❢r♦♠ ②♦✉ ✉♥❞❡r t❤✐s ▲✐❝❡♥s❡✳ ■❢ ②♦✉r r✐❣❤ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❡r♠✐♥❛t❡❞ ❛♥❞ ♥♦t
♣❡r♠❛♥❡♥t❧② r❡✐♥st❛t❡❞✱ r❡❝❡✐♣t ♦❢ ❛ ❝♦♣② ♦❢ s♦♠❡ ♦r ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞♦❡s ♥♦t ❣✐✈❡ ②♦✉ ❛♥② r✐❣❤ts
t♦ ✉s❡ ✐t✳
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❚❤❡ ❋r❡❡ ❙♦❢t✇❛r❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♠❛② ♣✉❜❧✐s❤ ♥❡✇✱ r❡✈✐s❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ●◆❯ ❋r❡❡ ❉♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥
▲✐❝❡♥s❡ ❢r♦♠ t✐♠❡ t♦ t✐♠❡✳ ❙✉❝❤ ♥❡✇ ✈❡rs✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ s✐♠✐❧❛r ✐♥ s♣✐r✐t t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✈❡rs✐♦♥✱ ❜✉t ♠❛②
❞✐✛❡r ✐♥ ❞❡t❛✐❧ t♦ ❛❞❞r❡ss ♥❡✇ ♣r♦❜❧❡♠s ♦r ❝♦♥❝❡r♥s✳ ❙❡❡ ❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳❣♥✉✳♦r❣✴❧✐❝❡♥s❡s✴✳

❊❛❝❤ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲✐❝❡♥s❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ ✈❡rs✐♦♥ ♥✉♠❜❡r✳ ■❢ t❤❡ ❉♦❝✉♠❡♥t s♣❡❝✐✜❡s t❤❛t
❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♥✉♠❜❡r❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ▲✐❝❡♥s❡ ✏♦r ❛♥② ❧❛t❡r ✈❡rs✐♦♥✑ ❛♣♣❧✐❡s t♦ ✐t✱ ②♦✉ ❤❛✈❡ t❤❡ ♦♣t✐♦♥ ♦❢
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ t❡r♠s ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❛t s♣❡❝✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦r ♦❢ ❛♥② ❧❛t❡r ✈❡rs✐♦♥ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥
♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✭♥♦t ❛s ❛ ❞r❛❢t✮ ❜② t❤❡ ❋r❡❡ ❙♦❢t✇❛r❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ ❉♦❝✉♠❡♥t ❞♦❡s ♥♦t s♣❡❝✐❢② ❛ ✈❡rs✐♦♥
♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤✐s ▲✐❝❡♥s❡✱ ②♦✉ ♠❛② ❝❤♦♦s❡ ❛♥② ✈❡rs✐♦♥ ❡✈❡r ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✭♥♦t ❛s ❛ ❞r❛❢t✮ ❜② t❤❡ ❋r❡❡ ❙♦❢t✇❛r❡
❋♦✉♥❞❛t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ ❉♦❝✉♠❡♥t s♣❡❝✐✜❡s t❤❛t ❛ ♣r♦①② ❝❛♥ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤✐❝❤ ❢✉t✉r❡ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ▲✐❝❡♥s❡ ❝❛♥
❜❡ ✉s❡❞✱ t❤❛t ♣r♦①②✬s ♣✉❜❧✐❝ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ✈❡rs✐♦♥ ♣❡r♠❛♥❡♥t❧② ❛✉t❤♦r✐③❡s ②♦✉ t♦ ❝❤♦♦s❡
t❤❛t ✈❡rs✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❉♦❝✉♠❡♥t✳
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✏▼❛ss✐✈❡ ▼✉❧t✐❛✉t❤♦r ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❙✐t❡✑ ✭♦r ✏▼▼❈ ❙✐t❡✑✮ ♠❡❛♥s ❛♥② ❲♦r❧❞ ❲✐❞❡ ❲❡❜ s❡r✈❡r t❤❛t
♣✉❜❧✐s❤❡s ❝♦♣②r✐❣❤t❛❜❧❡ ✇♦r❦s ❛♥❞ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s ♣r♦♠✐♥❡♥t ❢❛❝✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❛♥②❜♦❞② t♦ ❡❞✐t t❤♦s❡ ✇♦r❦s✳ ❆
♣✉❜❧✐❝ ✇✐❦✐ t❤❛t ❛♥②❜♦❞② ❝❛♥ ❡❞✐t ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ s❡r✈❡r✳ ❆ ✏▼❛ss✐✈❡ ▼✉❧t✐❛✉t❤♦r ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥✑
✭♦r ✏▼▼❈✑✮ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐t❡ ♠❡❛♥s ❛♥② s❡t ♦❢ ❝♦♣②r✐❣❤t❛❜❧❡ ✇♦r❦s t❤✉s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ♦♥ t❤❡ ▼▼❈ s✐t❡✳

✏❈❈✲❇❨✲❙❆✑ ♠❡❛♥s t❤❡ ❈r❡❛t✐✈❡ ❈♦♠♠♦♥s ❆ttr✐❜✉t✐♦♥✲❙❤❛r❡ ❆❧✐❦❡ ✸✳✵ ❧✐❝❡♥s❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❜② ❈r❡❛t✐✈❡
❈♦♠♠♦♥s ❈♦r♣♦r❛t✐♦♥✱ ❛ ♥♦t✲❢♦r✲♣r♦✜t ❝♦r♣♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣❧❛❝❡ ♦❢ ❜✉s✐♥❡ss ✐♥ ❙❛♥ ❋r❛♥❝✐s❝♦✱
❈❛❧✐❢♦r♥✐❛✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢✉t✉r❡ ❝♦♣②❧❡❢t ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❛t ❧✐❝❡♥s❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❜② t❤❛t s❛♠❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✳

✏■♥❝♦r♣♦r❛t❡✑ ♠❡❛♥s t♦ ♣✉❜❧✐s❤ ♦r r❡♣✉❜❧✐s❤ ❛ ❉♦❝✉♠❡♥t✱ ✐♥ ✇❤♦❧❡ ♦r ✐♥ ♣❛rt✱ ❛s ♣❛rt ♦❢ ❛♥♦t❤❡r
❉♦❝✉♠❡♥t✳
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❆♥ ▼▼❈ ✐s ✏❡❧✐❣✐❜❧❡ ❢♦r r❡❧✐❝❡♥s✐♥❣✑ ✐❢ ✐t ✐s ❧✐❝❡♥s❡❞ ✉♥❞❡r t❤✐s ▲✐❝❡♥s❡✱ ❛♥❞ ✐❢ ❛❧❧ ✇♦r❦s t❤❛t ✇❡r❡ ✜rst
♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✉♥❞❡r t❤✐s ▲✐❝❡♥s❡ s♦♠❡✇❤❡r❡ ♦t❤❡r t❤❛♥ t❤✐s ▼▼❈✱ ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥ ✇❤♦❧❡
♦r ✐♥ ♣❛rt ✐♥t♦ t❤❡ ▼▼❈✱ ✭✶✮ ❤❛❞ ♥♦ ❝♦✈❡r t❡①ts ♦r ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✭✷✮ ✇❡r❡ t❤✉s ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞
♣r✐♦r t♦ ◆♦✈❡♠❜❡r ✶✱ ✷✵✵✽✳
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s❛♠❡ s✐t❡ ❛t ❛♥② t✐♠❡ ❜❡❢♦r❡ ❆✉❣✉st ✶✱ ✷✵✵✾✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ▼▼❈ ✐s ❡❧✐❣✐❜❧❡ ❢♦r r❡❧✐❝❡♥s✐♥❣✳
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